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�
	����� � (	��� ��
)�)�#��� ����� X = (X, p) *��� ��� X 
� �#���	���� ���	��

�	� ��
)�)�#����� p(x) �
� x ∈ X + � ���## ��� 
� �	�
�����#� �
	��	��	, �-�
��

��(	�� ��� ������� ���	�
���	� �	����� 	� �� ����� �� X 
	�.
�#� ��

H(X ) =
∑
x∈X

p(x) · log
1

p(x)


� �
 � �
	���	� ����
� c > 0+ /��� ��� �
	���	� c ��	 )� ��#���� �
 ��� )��� 
�

��� #
,������ �	�� ��
�� �
 ��� 
	�� 
� ����
����	� �
� �	�
�����
	�+ �
 ��(	�

��� �
	���	� 
	� ��� ��.
��� 0 �� �� 
���	 �
	� 0 ����� �
� |X | = 2 �	� p(x) = 1
2

�
� x ∈ X � H(X ) = a �
� �
�� �
	���	� a ∈ R+ �� � �	�
�
�����	� �	�����	��
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�� H(X ) = log 2� ���� �������	�� ��� )��� 
� ��� #
,������+ ��� .
�	���� H(X )
����
��� �	�
�����
	 �	 ��� ��	�� 
� ���		
	 1���234+

5
���##�� H(X ) #

6� #�6� ��� ����	�� �	 �����
��	�����+ ����� ��� �
��
��
���# ��7���	��� )��*��	 ��� �	�
�����
	 ���
����� �	� �������# 	
��
	� 
�

�	��
��� �
*����� ������� ���� �
���# ����#�����+ 8
��
���� ����� ��� �#�
 �
���#

����#������� �
 �-������
	� �
� �	� ��
������� 
�� ���������
	�# �
��#�-��� �	 ���

��	�� 
� 9
#�
,
�
� 
� ������	 1��#:$4 �	� �
 ��
������� 
� �	��,�; ��� 1<=3$�

>?�:34 �
� � ����
���
	 
� ����� �	� ��#���� ���
��+ �
�� 
� ����� ��
)#��� )��
��

������	� *��	 
	� �
	������ �
	��	


� ������ ���	 �������� ��
)�)�#��� ������+

@	��
�� �� 
���	 
��� �� � ��������� �	 ������
	 ��6�	,+ �	 ���#� ���
���	�

�-���#� �� ���� 
� �����
,������ ���
���� �
� �
 ���		
	 1���2A4+ �� 

�#�	�

���� ���#�����
	 �� �� �����#� ������# ���
���	� ��
)#���+

� �����
,������ ������ �� ���� �
 ������� ������� ���� 	� 
������� �������

�� ��� �6�� 
� �����,�" �.
��
����
	 �
	����
	�# 
	 ��� �������� �����
,��� ��

#��,�� ����	���##� �.
�# �
 ��� � ���	�� �	��
�� 
� ��� 6��� 
� �����,��� ������B

����#�+ �	 ��� )���� 
� ���� ����� 
	� �
��
��� � .
�	����� ��##�� ��� �������

��������� �
� � �����
,������ ������; �	 � ����#�(�� �	����������
	 
���	 �

	�

�	 ��� �����
,������ #������
��� ��� 
	����� �����	�� �� ��� #�	,�� 
� �	�������

�����,�� 
� �
 *���� 
	�.
� ��������
	 �� �
�	����
��

���� �	����������
	 �� 	
� �
��
���� )� ��� ����������� *���

� �
�� ����B

�
# �#���(����
	�+ 8
�� ���
���	�#�� �
*����� �������	, �
 �
�����	, �� )��	,

�
�	����
� �	 ��� �
	��-� 
� ����������� ���	 *��	 �� ��� � ��
)�)�#��� 
� :� ��

������ ��������	, ��� �����	
#
,�+

�
 �#����� ���� �
�	�� ���� �� �	 �-���#� ��6�	 ��
� 1>?�:34� )
� 
��,�	�##�

������ �	 1<
)A3� ><A�4C

�	������ ��� ��������
���� 	� � 
������ E ��������� �� � �������
�

������ �����	������� �����
 ��� ��� ����� 	� �����	��� �� ���� � ����

��
� ��� ��������� 
������ ��� �� ��� ����
� 	� ��� �	����
� 
������

 ��� ��� ��
� ��	����
���� ����	�� ���� ����� ��� 21000000 
�������

�
�	������� !���� ��� ��	����
��� 	� ��� ��������� 
������ ����� E ��

2−1000000� "��� �	
�  	��� �	 �����  � ���� �	��� ���� E 
���� ���

���� �����  �

 �� � ����������� ����	���� ������ �� #��
�� �	
	��	 ��

$ ��
� %�� ��	����
��� ���� 	�� ������� 	� ��� ��������� 
������ ��

�	����� �� 2−1000000� %�� ����	�� 	� ��� ���	�
���	� ����� 	� �	�����

������ ���	����� ������� �� ����
� ���	� "��� ��	�
�  � �	&

�� ��
*	 �	 1<
)A3� ><A�4� ��� ��#���� �� 	
� ���������� �
 �	�
�����
	 ���
���

)
� ���
�� �	 
���� �����	,�� #�6� �
��#�-��� ���
�� 
� ���6 �	�#����� �	 *����

��6�	, ,#
)�# ����
����	�� ����� �
 )� �	�
D���	� �
� �	 ���.
��� ���������
	


� ���#��� �� �� �� ���������+ �
�� .
��� ��7���	� ����	� �������� �
 ���# *���

���� ��
)#�� �	�#
�� 15#?A�� ���:$� ���:24; *������ ����� �
#�� ��� ��
)#�� ��


	�#���+ E	�
�����
	 �� ��(	�� �	 �	�
�����
	 ���
�� ��� 	
� ������)� *��� *�
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�	��	� �� �
 ���	+ E	 ������
#��� �	�
�����
	 ��� )� �
)F������+

E	 ��� �
	��-� 
� �����
,������ ���� ���
� *�� ������ �#����� )� 
� �	 1>8324+

�� ��
�
��� �
 )��� ������
	� 	
� 
	 �	��
�� �#
	�� )
� �
 �	�
#�� �� #���� ���

�����	�� �	 ��� ���#
���
	 ��
����+

5
���##�� ��� �	��
�� H(X ) �� �	 �-�������
	 
� ��� ��	�
� �����)#�

I(x) = log
1

p(x)
,

��##�� ��� ���	�
���	� �	����� 
� ��� ���	� x ∈ X ���� 1<G	�'� <G	��4"+ ����

�	����������
	 �
,,���� �#���	����� ��(	���
	� 
� �	�
�����
	 *���� ��7�� ��
�

H(X ) ���	#� �	 ��� *�� ��� �	�
�����
	 �
	��	� 
� �	 ���	� �� �-������� 1��!��
��	3!� ���:3� @��A34+ �� �������� 

� ����	��
	 �
 �	�
�����
	 ��(	�� �� H(X )
�	 ���� ������ �	� 
	#� )���H� 

�#�	� ��� �-��	��
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� �	�
�����
	 �	 �����
	 ! )�#
*+

�� �	 �-�������
	� H(X ) �� ��� (��� �
��	� 
� ��� ��
)�)�#��� ������)
��
	

� ��� ��	�
� �����)#� I(x); �� �� 	��
��# �
 �
	����� ��,��� �
��	�� 
� ����
��	�
� �����)#� �
 ������� ��� 
�
�# ��
)#��� ���
������ *��� ��� �-�������
	+

5
� ��� ���#�����
	 
� �	��
�� �	 �����
,������ 
��	, ��� �����	�� *�� ��
�
���

�	� )���H� ����
���� )� 
� �	 1>8324+ E� �� �
������	, �
 	
�� ����� ������� ��

)��	, � 	��
��# ���� �	 ����������� ����� ��� 	
 ��
���� 
� ��� ��,��� �
��	�� 
�

�	�
�����
	 �-���� � ���� ����	� ����� )� �� 5
	�

�� �
��� 15�4+

E	 ��� �����	� ����� *� �	������ � ���������� �-�#
����
	 
� ��� �
	���� 
�

��,��� �
��	�� 
� �	�
�����
	 �	 ��� ��	�� 
� ���		
	+ �� �#�
 )���H� ����
��

�
* ���� *
�6 ��	 )� �-��	��� �
 
���� �
	����� 
� �	�
�����
	+

�
� ����� �� ���
��
��� �� �
##
*�C E	 �����
	 $ *� ����)#��� ��� 	
����
	 �	�

�����* �
�� �#���	���� ����� ��
� ��
)�)�#��� �	� �	�
�����
	 ���
��+ �� ���	

�
�	 �
 ��� ���� 
� (	��� ��
)�)�#��� ������ 
� ���
��#��� �

���� �	 �����
	 %+

�� ������ �
��
#I �
� ��� �
��	�� 
� �	�
�����
	 �	� �
	����� ����� )�����

��

�� ��� ���������� ����+ �� )���H� ����
�� ��� #
	,��B���� )�����

� 
� ���
B

��#��� �

���� �	 �����
	 2+ �� �	�����,��� ��� �
���)�#��� 
� �-��	��	, ��� �����

�
 ��)������ �����
	��� �

���� �	 �����
	 �+ E� �
�	� ���� ����� ��� ����

� ����B

�������# �	� �	�
����� 
)����#�� �
 ���� �������+ E	 �����
	 � *� ��
* ���� ���

���
�� ��	 )� �-��	��� �
 �����
	��� 8��6
� �

���� �	 � ���	�	,�
# *��+ E	

�����
	 ! *� 

�#�	� �
* 

� ����� ,�	���#�J� �
 
���� 	
��
	� 
� �	�
�����
	�

���� ��� ���	,�� �
 ��� �
��
#� ��(	�	, ��� ��	�
� �����)#� I+ �� �
	�#
�� *���

,�	���# �
���	�� �	 �����
	 3+

� ���
�
�� 
�� �
�
	 ���
���

E	 ���� �����
	 *� �	��
�
�� ��� 	
����
	 �
 )� 
��� �	� *� �����* �
�� )����

�
	����� �	� �
�� ��.
���� )��6,�

	�+ 5
� ,�	���# ���
#�� ��,����	, �	�
���B

��
	 ���
�� *� ����� �
 ��� )

6� )� ����JK� �	� 9L�	�� 1�93'4� &
��M
 1&
�!!4�
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8��9�� 18��:!4 
� )� N�,#
� �	� N�,#
� 1NN!%4+ �
������	���� �������	��


� ��� �-�
����� �
� �	�
�����
	 ����
��� ��� ����#�)#� �	 ��� )

6� )� ��JG#

�	� ���O�J� 1��!�4 �	� )� @)�	6�� ���

 �	� ��	��� 1@��A34+ 5
� )��6,�

	�

�)

� �
	���
	�# �.
���
	�� *� ����� �
 � )

6 )� ��JG# 1��J�'4+

�� ���#
� ��� 
�
�# 	
����
	 �
� ����+ �
	����� ���� S �	� T C |S | �� ���
�����	�#��� 
� S; 2S �� ��� ��� 
� �## �
)���� 
� S; �
� S )��	, � �
)��� 
� T � �

��
��� �
)��� 
� T 
� 	
� � �
)��� 
� T � *� *���� S ⊆ T � S � T �	� S �⊆ T �

����������#�; )� T \S *� ��	
�� ��� ��7���	�� ���� ���� �� ��� ��� {t | t ∈ T, t /∈ S}+
���	 S �� � ��	,#��
	 ���� *� 
���	 
��� ��� ��� )���6���� ���� ��� *� *���� x

�	����� 
� {x} *��	 ����� �� 	
 ���6 
� �
	�
��
	+
 � N *� ��	
�� ��� ��� {1, 2, . . .} 
� �
������ �	��,���; #�� N0 = N ∪ {0}+ ��


�
�#� Z �	� R ��	
�� ��� ���� 
� �	��,��� �	� ���# 	
�)���+ ��� R+ = {r | r ∈
R, r > 0}+

�## #
,������� �	 ���� ����� ��� 	��
��# #
,������� 
	#��� ������ 
����*���

�-�#����#�+ ��� ���	,� 
� ��� )��� 
� � #
,������ �� �7
���� )� ��� �.
���
	

loga x =
logb x

logb a
.

��
�

log2 x =
log x

log 2
.

E	 ��� �
	��-� 
� �	�
�����
	 ���
��� ���	,�	, ��� )��� 
� ��� #
,������� ��

	��

�
 ���	,�	, ��� 
	�� 
� ����
����	�C ���� �
� 	��
��# #
,������� ����
� ���� �
�

#
,������� *��� )��� 2+
�	 �
������ �� � (	��� 	
	B����� ���+ ���

,�

� ���� ������ #�� Σ )� �	

�#���)�� *��� |Σ | > 1+ @#���	�� 
� �	 �#���)�� ��� ��##�� 
������ 
� ��
�	
��
�� ���
�� ���� a �	� b ��� �����	�� ���)
#� �	 Σ+ � *
�� 
��� Σ �� � (	���

��.
�	�� 
� ���)
#� ��
� Σ+  � Σ∗ 
	� ��	
��� ��� ��� 
� �## *
��� 
��� Σ

�	�#
��	, ��� ����� *
�� ε; #�� Σ+ = Σ∗ \ ε+ ���� ��� �
	����	���
	 
� *
���

�� �
#���#�����
	� Σ∗ �� � �
	
�� �	� Σ+ �� � ����,�

�� ����#� ,�	������ )�

Σ+

� (	��� ��
)�)�#��� ����� X �� � �
	���
�� X = (X, pX) *���� X �� � (	���

	
	B����� ���� ��� ��� 
� �#���	���� ���	��� �	� pX �� � ��
)�)�#��� ����
�� 
	

2X + 5
� x ∈ X � ��� ��#
� 
� IX(x) = log 1
pX (x) �� ��� ���	�
���	� �	����� 
� x

�	�

H(X ) = � IX(x) =
∑
x∈X

IX(x) · pX(x)

�� ��� ����	�� 
� ��� ���	�
���	� �	����� 
� X + �� 
��� ��� �
��������� X

�������	, �
 ��� ��
)�)�#��� ����� �	 .
����
	 *��	 ����� �� 	
 ���6 
� �
	�
��
	+

�
�� ���� I(x) · p(x) → 0 �� p(x) → 0+ �	� ��� 0 ≤ H(X ) ≤ log |X |+ E	
������
#��� H(X ) = 0 �� �	� 
	#� �� p(x) = 1 �
� �-���#� 
	� x ∈ X �	�� ��	���
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p(x′) = 0 �
� �## x′ ∈ X \ x; 
	 ��� 
���� ��	�� H(X ) = log |X | �� �	� 
	#� ��
p(x) = |X |−1

�
� �## x ∈ X +

���� ��(	���
	 
� �	�
�����
	 *�� ��
�
��� )� ���		
	 1���234+ ������
	B

�##�� *� 	��� �
 �����	,
��� ���� 	
��
	 
� �	�
�����
	 ��
� 
���� 	
��
	� 
�

�	�
�����
	; �	 �
�� ����� *� *���� IShannon �	� HShannon �	����� 
� I �	� H +

��� X �	� Y )� (	��� 	
	B����� ����� #�� Z = X × Y �	� #�� Z = (Z, pZ)
)� � ��
)�)�#��� �����+ 5�
� Z 
	� 
)���	� ��
)�)�#����� pX �	� pY 
	 X �	�

Y �	� �
	����
	�# ��
)�)�#����� �� 
�
�#C �
� x ∈ X �	� y ∈ Y �

pX(x) = pZ(x × Y ), pX|y(x | y) =
pZ(x, y)
pY (y)

,

pY (y) = pZ(X × y), �	� pY |x(y | x) =
pZ(x, y)
pX(x)

*��� ��� ����
������ �-�����
	� �
 ��
�� ������
	 )� :+ �	� 
)���	� ��� ��
)�B

)�#��� ������ X = (X, pX)� Y = (Y, pY )� X|y = (X, pX|y) �	� Y|x = (Y, pY |x)
�	� ����� �	��
����+ E	 ������
#���

H(X | y) =
∑
x∈X

IX|y(x) · pX|y(x | y) =
∑
x∈X

log
1

pX|y(x | y)
· pX|y(x | y)

�	� ����#��#�

H(Y | x) =
∑
y∈Y

IY |x(y) · pY |x(y | x) =
∑
y∈Y

log
1

pY |x(y | x)
· pY |x(y | x).

��� �	�����	��
 ����	�� �
� X ,���	 Y" �� ��(	�� ��

H(X | Y) =
∑
y∈Y

H(X | y) · pY (y),

���� ��� �� ��� �-�������
	 �H(X | y)+ ���� Z = X × Y 
	� ���

H(Z) = H(X × Y) = H(Y) + H(X | Y)

= H(X ) + H(Y | X ) ≤ H(X ) + H(Y)

*��� �.
�#��� �� �	� 
	#� �� X �	� Y ��� �	����	��	�+ �� ����� �
 ���� ��
�����

�� ��� ���������� ��	����� 
� H +

��� .
�	���� I(X : Y) = H(Y) − H(Y | X ) �� ��� ���	�
���	� 
� X �)

�

Y+ ��

I(X : Y) = H(Y) − H(Y | X ) = H(Y) − H(X × Y) + H(X )

= H(X ) − H(X | Y) = I(Y : X )

���� .
�	���� �� �#�
 ��##�� ��� 
����
 ���	�
���	��
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5
� � ��
)�)�#��� ����� X = (X, p) �	� k ∈ N� *� �
	����� ��� k�� �	 ��

X k = (Xk, pk) 
� X *���� Xk �� ��� ��� 
� kB�
�#��

−→
(x)k = (x1, x2, . . . , xk)


� �#���	�� x1, x2, . . . , xk �	 X �	�

pk
(−→
(x)k

)
=

k∏
i=1

p(xi).

�	� ��� H(X k) = k · H(X )+
��� Σ )� �	 �#���)�� �� �)
��+ � 
������ �� � �����	, μ : Z → Σ+ ��

�
	����� i ∈ Z �� � �
��	� �	 ����; ���	 μ(i) �� ��� ���)
# �	 μ ,�	������ ��

���� i+ �� 
���	 *���� � �����,� μ �� � ��.
�	�� 
� � ���� 
� � ��.
�	�� �	 ���

�
��

μ = . . . σ−2σ−1σ0σ1σ2 . . .

*���� σi = μ(i) �	� *���� *� 
��� ��������	, �
����+ E	 ��� ���
���� 
� �
���
�	� #�	,
�,��� �
�� ��.
�	��� ��� ��##�� �����'����  	��� 
� ζ� 	��� ���� 1>9A!4

�
� ������
	�# )��6,�

	� �	�
�����
	"+

5
� t ∈ N0� #�� [ t ] = {1, 2, . . . , t}+ E	 ������
#��� [ 0 ] = ∅+ � (	��� ������#�

�	������	, ��.
�	�� T = (i1, i2, . . . , it) 
� �	��,��� *��� t ∈ N0 �� ��##�� � ��(�����

	� ��
� ���������� ��
� i1, i2, . . . , it ∈ Z �	� i1 < i2 < · · · < it; 	
�� ���� T

�� ��� ����� ��.
�	�� ( ) *��	 t = 0+ ��� ��.
�	�� T ��	 )� �
	������� ��

� ������#� �	������	, �����	, 
� [ t ] �	�
 Z� ���� ��� T (j) = ij �
� j ∈ [ t ]+ 5
�
j ∈ [ t ]� #�� T 	 j = (i1, . . . , ij−1, ij+1, . . . , it)� ���� ��

T 	 j(k) =

{
T (k), �� k < j�

T (k + 1), �� k ≥ j�

�
� k ∈ {1, 2, . . . , t − 1}+ 5
� h ∈ Z� T + h �� ��� ��.
�	�� T ������� )� h ������

���� ��� ��� ��.
�	�� (i1 + h, i2 + h, . . . , it + h)+ ��� T )� ��� ��� 
� ��.
�	��� 
�

���� �	���	���+

5
� T ∈ T �	�
−→
(σ)t ∈ Σt� ��� ���

CT

(−→
(σ)t

)
= {μ | μ : Z → Σ *��� μ(T (j)) = σj �
� j ∈ [ t ]}

�� ��##�� � ��
����� ���� ���

CT =
{

CT

(−→
(σ)t

)
| −→(σ)t ∈ Σt

}
.

@��� ��� CT �� (	���+

� �	���� �� � �
	���
�� S = ({ST | T ∈ T} , Σ) *��� ��� �
##
*�	, �*
 ��
�B
������C
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'+ 5
� �## T ∈ T� ST = (CT , pT ) �� � ��
)�)�#��� �����+

$+ 5
� �## T ∈ T� �
� �## j ∈ [ t ] �	� �
� �##
−→
(σ)t−1 ∈ Σt−1�

pT�j

(−→
(σ)t−1

)
=
∑
σ∈Σ

pT (σ1, . . . , σj−1, σ, σj , . . . , σt−1) .

�� ����� �
 ��
����� �$" �� ��� �	��������� �	�����	��

� �

��� S = ({ST | T ∈ T} , Σ) �� ���� �
 )� �����	���� �� �	� 
	#� ��� �
�
�## T ∈ T� pT+1 = pT +

���	 S �� �����
	���� 
	� ��� pT+h = pT �
� �	� ����� h ∈ Z+ � �����
	���

�

��� ��� ������
��� ��(	�� �
��#���#� )� ��� ��
)�)�#��� ������ S[ t ] *��� t ∈ N+

5
� � �����
	��� �

���� 
	� ��	 ,��� � �
	��	��	, ��(	���
	 
� �	��
�� )���
��


� ��� �
##
*�	, *�##B6	
*	 ���
#�+

����	�� � )�� S = ({ST | T ∈ T} , Σ) �� � �����	���� �	����� %�� 
�
���

lim
t→∞

H
(S[ t ]

)
t

���

lim
t→∞H

(St+1 | S[ t ]

)

�*��� ��� ��� �(��
�

5
� � ��

� ���� �
� �	���	��� 1�93'� &
�!!4+ �
�� ���� ��� ���
��� 
	#�

�
#�� �
� ��� �	�
�����
	 ����
�� �	 ��� ��	�� 
� ���		
	 �	� ��#���� 
	��+

 ���
�� 
� ���
��� ' 
	� ��(	�� ��� �	��
�� 
� � �����
	��� �

��� S ��

H(S) = limt→∞ H(St+1 | S[ t ])+ E	�
�����#�� H(S) �� ��� �����,� �	�
�����
	
�
	��	� 
� �	 

��
� ���)
# 
� ��� �

��� ����� ��� �

��� ��� )��	 
)������

�
� � #
	, ���� 
�� �#���	�����#�� �� ��� �����,� �	�
�����
	 �
	��	� 
� �	 

��
�

���)
# �	 � ���� #
	, �����,�+

��� ���
����
	 
� �����
	����� �##
*� 
	� �
 ����#��� ��� 	
����
	 �
� ��#�	���

����+ 5
� T = (1, 2, . . . , t)� � �����,� �	 CT

(−→
(σ)t

)
��	 )� ������)�� )� � (	���

*
�� −→σ = σ1σ2 · · ·σt �	����� 
� ��� tB�
�#�
−→
(σ)t+ ��
�� �	����� 
� pT (

−→
(σ)t) *�

����#� *���� p(−→σ )+ ��� 	
����
	 −→σ ���#��� ���� σi �� ��� i�� ���)
# �	 ����

*
��+

� �����
	��� �

��� S �� ��##�� � +���	� �	���� �� �� �����(�� ��� �
##
*�	,

�
	����
	��C

3 �� �� ��� ����
��� ��������
����	 '����� ������� ��� '����� ������� �
�� � ����
��	 .�� �����/ ������� ���� ( 
� ��
� �����& ������ �	 � 0'����� ������1 �� ���� �
����
����	 '����� ������ �
 ����� (� '�������� ������ ������ ������
��� �� ������
���� ��� 
�
�
�� �
���
���
�� �
 ���� � ������ 
� �����	�������
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'+ 5
� �## t ∈ N *��� t > 1 �	� �## σ1, σ2, . . . , σt ∈ Σ�

p[ t ] (σt | σ1σ2 · · ·σt−1) = p(t−1,t) (σt | σt−1) .

$+ 5
� �## i ∈ N0 �	� �## σ ∈ Σ� pi(σ) = p0(σ)+

� �����
	��� 8��6
� �

��� ��	 )� �������	��� �
	��	��	�#� )� � �����- �	�

� ����
� �� �
##
*�+ ��� P )� ��� �.
��� �����- �	��-�� )� Σ × Σ �
�� ����

��� �	��� pσ1,σ2 
� P �� ��� ��
)�)�#��� p(σ2 | σ1)� ���� ��� ��� ��
)�)�#��� 
� σ2

)��	, ��� 	�-� ���)
# *��	 σ1 ��� F
�� )��	 

��
� )� ��� �

���+ 5
� n ∈ N0�

#�� π(n) )� ��� ����
� ������)�	, ��� ������)
��
	 
� ��� 

��
� ���)
# �� ����
n� ���� ��� π(n)σ = pn(σ)+ ���	 π(n) = π(0)Pn+ ��� ���
	� �
	����
	� ��##��

������������ �	�����	�� �� �.
���#�	� �
 π(0)P = π(0)+ E� S �� � �����
	��� 8��6
�

�

���� 
	� ���

H(S) =
∑

σ0,σ1∈Σ

p0(σ0) · p(σ1 | σ0) · log
1

p(σ1 | σ0)
.

�
�� ���� ��� ������B����� �
	����
	 �� ��
���# �
� ��� ��

� 
� ���� �.
�#���+

� �

��� S �� ���� �
 )� ���
��#��� �� �� �� � 8��6
� �

��� *��� � ��(	�	,

�����- �	 *���� �## �
*� ��� �.
�#+ ��
�� � ���
��#��� �

��� �� �
��#���#�

��(	�� )� � ��
)�)�#��� ����� S = (Σ, p)+ ��� �	��
�� H(S) 
� � ���
��#���
�

��� S �� �.
�# �
 H(S)+

� ������
�
�� ������� �� ���������� ����	��

E	 ���� �����
	 *� �
	����� 
	#� �

���� *���

� ���
��+ �
�� � �

��� �� � (	���

��
)�)�#��� ����� S = (Σ, p) �	 *���� Σ �� ��� 

��
� �#���)�� �	�� �
� σ ∈ Σ�

p(σ) = ���� (σ) �� ��� ��
)�)�#��� 
� 

��
� σ+ ��� �	�
�����
	 �
	��	�

I(σ) = log
1

p(σ)
= − log p(σ)


� σ �� � ��	�
� �����)#� *��� H(S) = � I(σ) �� ��� �-�������
	+ �� ���
��
���� |Σ | > 1+

5
� ��� ��(	���
	 
� ��� �
��	�� 
� �	�
�����
	 �	� �
� ����� �	�#���� 
	�

	���� ��� �
##
*�	, ,�	���#�J���
	 
� � *�##B6	
*	 ���� �)

� ��� �	�
�����
	

�
	���
	+

����� � ,	� �

 i ∈ N�

lim
x→+0

x (log x)i = 0.
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������ ���#��	, �P/Q����#P� �
#� j ����� *��� 1 ≤ j ≤ i ���#��

lim
x→+0

x (log x)i = lim
x→+0

(−1)j i(i − 1) · · · (i − j + 1)x (log x)i−j
.

5
� j = i ���� ���
#�� �	

lim
x→+0

x (log x)i = lim
x→+0

(−1)i i ! x = 0.

�

����	 ! -���� )�

� .� 
�� 0 (log 0)i = 0 �	� �

 i ∈ N�

��� i ∈ N+ ��� iB�� �
��	� 
� ��� �	�
�����
	 �� �
��
��� ��

M (i)(I) = � I(σ)i =
∑
σ∈Σ

p(σ) · (− log p(σ))i .

E	 ������
#��� M (1)(I) = H(S)� ��� �	��
�� 
� S; �
��
���� M (2)(I)−H(S)2 =
��� I �� ��� �����	�� 
� I+

&����� 
� ��� (��� ��- �
��	�� 
� I ��� ��
*	 �	 5�,
�� ' �
� ��� ���� 
�

|Σ | = 2+ E	 5�,
�� $ *� ��
* ,����� 
� ��� (��� ��- �
��	�� 
� I �
� ��� ����


� |Σ | = 3+ E	 5�,
�� % *� ��
* ,����� 
� ��� �����	�� 
� I �
� ��� ����� 
�

|Σ | = 2 �	� |Σ | = 3 ���� �#�
 1>8324"+
��� n = |Σ | > 1 �	� Σ = {σ1, σ2, . . . , σn}+ 5
� i = 1, 2, . . . , n� #�� pi = p(σi)+

��� nB�
�#� (p1, p2, . . . , pn) �� �	 �#���	� 
� ��� �
����� �����

Δn =

{
(q1, q2, . . . , qn) | 0 ≤ qi ≤ 1 �
� i = 1, 2, . . . , n,

n∑
i=1

qi = 1

}
.

��� �
��	�� 
� �	�
�����
	 ��� �	����	��	� 
� ��� 	���� 
� ��� ���)
#� �	 Σ

�	� ��� ��
� )� �
	������� �� �
	���
	� �����	, Δn �	�
 R+ ���	 �� �� �
	��B

	��	� *� �������J� ���� �	����������
	 )� *����	,Hn(π) �
� ��� �	��
��� I(pi) �	B
����� 
� I(σi) �	� M

(i)
n (π) �
� ��� iB�� �
��	�� *���� π = (p1, p2, . . . , pn) ∈ Δn+

�� Δn �� �
������ M
(i)
n (π) ��� ��-���# �	� ��	���# ��#
�� 
	 Δn+

 � ����� $ �	� −x log x > 0 �
� 0 < x ≤ 1� 
	� �
��
��� ���� M (i)(π) > 0
*��	 π = (p1, p2, . . . , pn) �� �
�� ���� pi �= 0 �	� pj �= 0 �
� �
�� i, j *���

1 ≤ i < j ≤ n; 
����*��� M
(i)
n (π) = 0+ ��� #����� ��� ��� ��	���+ ���	

p1 = p2 = · · · = pn� ���� ��� pi = 1/n �
� �## i� ���	 M
(i)
n (π) = (log n)i+
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��
∑n

j=1 pj = 1� pn = 1 −∑n−1
j=1 pj+ ������
��� M

(i)
n ��	 )� �
	������� �� �

�
	���
	 
� ��� n − 1 �����)#�� p1, p2, . . . , pn−1 �	 ��� �#
��� �	�����# [ 0 : 1 ] �	
��� �
��

M (i)
n (π) =

n−1∑
j=1

pj ·
(
I(pj)

)i + pn · (I(pn)
)i

=
n−1∑
j=1

pj ·
(
I(pj)

)i +
(
1 −

n−1∑
k=1

pk

) · (I(1 −
n−1∑
k=1

pk

))i
.

�� 	
* �������	� ��� (��� ����������� 
� M
(i)
n *��� ������� �
 pj *���� j =

1, 2, . . . , n − 1+

����� " ,	� j = 1, 2, . . . , n − 1� 	�� ���
∂

∂pj
M (i)

n (π) =
(
I(pj)

)i + i · pj ·
(
I(pj)

)i−1 · ∂

∂pj
I(pj)

−(I(pn)
)i + i · pn · (I(pn)

)i−1 · ∂

∂pj
I(pn).

,	� I(p) = − log p� ���� ������
���� �	

∂

∂pj
M (i)

n (π) = (− log pj)
i − i · (− log pj)

i−1

− (− log pn)i + i · (− log pn)i−1
.

������ 5
� j = 1, 2, . . . , n − 1 
	� ���
∂

∂pj
M (i)

n (π) =
∂

∂pj

(
pj ·

(
I(pj)

)i)+
∂

∂pj

(
pn · (I(pn)

)i)
.

�	� �
��
���

∂

∂pj

(
pj ·

(
I(pj)

)i) =
(
I(pj)

)i + i · pj ·
(
I(pj)

)i−1 · ∂

∂pj
I(pj)

= (− log pj)
i − i · (− log pj)

i−1 .

���� pn �� �)
���
∂

∂pj
pn = −1

�	�� 
��	, I(pn) = − log pn�

∂

∂pj
I(pn) =

1
pn

.

�	� ���

∂

∂pj

(
pn · (I(pn)

)i) = −(I(pn)
)i + i · pn · (I(pn)

)i−1 · ∂

∂pj
I(pn)

= − (− log pn)i + i · (− log pn)i−1
.

���� �
��#���� ��� ��

�+ �
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��
�	� !# ��� �����	�� 
� I *��	 |Σ | �� 2 
� 3+ ��� #
,������ )��� �� e+

����	 $ "��� 
	������
� ��� �����  ��� ������� �	 ���� B ������� 	� ���� e

��� ����������� �� )�

� / ���� ��� �	�


∂

∂pj
M (i)

n (π) =
(

(− logB pj)
i − (− logB pn)i

)

− i

ln B
·
(

(− logB pj)
i−1 − (− logB pn)i−1

)
= (− logB pj + logB pn)

·
(

i−1∑
k=0

(− logB pj)
k (− logB pn)i−1−k

− i

ln B
·

i−2∑
k=0

(− logB pj)
k (− logB pn)i−2−k

)
.

������ E	 ��� ��

� 
� ��� #���� 
	� �
��
���

∂

∂pj
I(pj) =

−1
pj ln B

�	�
∂

∂pj
I(pn) =

1
pn ln B

.

�	� ����(�� ��� ����
��J���
	 )� �
#���#�����
	+ �
��� ����
��J���
	 
� ��� ������# ����������� 
� M

(i)
n ��
����� �)
�� �� 
��� 
	

������# 
�����
	� �	 ��� ��.
�#+

�� #��� � ��* ���
���	� ��
������� 
� M
(i)
n +

�	�%������� & )�� n, i ∈ N  ��� n > 1� %�� ������	� M
(i)
n (π) : Δn → R ���

��� �	

	 ��� ��	�������0

1� M
(i)
n (π) =

∑n
j=1 pj (− log pj)

i
 ���� π = (p1, p2, . . . , pn) ∈ Δn�

.� M
(i)
n �� �	�����	���

2� 0 ≤ M
(i)
n (π).
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/� M
(i)
n (π) = 0 �� ��� 	�
� ��� �	� �	
� j  ��� 1 ≤ k ≤ n� pj = 1 ���� ������

pk = 0 �	� �

 k  ��� 1 ≤ k ≤ n ��� k �= j�

3� ,	� j = 1, 2, . . . , n − 1�
∂

∂pj
M (i)

n (π) = 0

�� ��� 	�
� ��

(− log pj)
i − i · (− log pj)

i−1 = (− log pn)i − i · (− log pn)i−1
.

�� �������
��� ���� �� ����  ��� p1 = p2 = · · · = pn = 1
n � ��� �� ���� ����

M
(i)
n (π) = (log n)i

�

4� %�� ����	�� M
(1)
n (π) ��� � ���(�� 
�*�
�
  ��� p1 = p2 = · · · = pn = 1

n �

��� �� ���� ���� M
(1)
n (π) = log n� �� ��� �	 	���� �*���
��

������ ��� (��� �*
 �������	�� ��� 
)��

�#� ��
�+ ���	 0 < pj < 1 ���	
pj (− log pj)

i
> 0+ ���� ��
��� ��� ����� �	� �

��� �������	��+  � ����� 2�

��� ������# ����������� ��� 0 �� �	� 
	#� ��

(
I(pj)

)i
+ i · pj ·

(
I(pj)

)i−1 · ∂

∂pj
I(pj)

=
(
I(pn)

)i − i · pn · (I(pn)
)i−1 · ∂

∂pj
I(pn).

���� I(pj) = − log pj �	� I(pn) = − log pn� 
	� 
)���	� ��� �
��
#� ������+ ���

#��� �������	� �� *�##B6	
*	+ �

����	 ' #� 5�
��� 3� ��� �	�����	� �� 6�	�	����	� 4�3� ��

(− logB pj)
i − i

ln B
· (− logB pj)

i−1 = (− logB pn)i − i

ln B
· (− logB pn)i−1

.

 ��� 	�� ���� 
	������
�  ��� ���� B�

�
�� 
� ��� �������	�� �	 ����� 2 �	� R�
�
����
	 � �
 	
� ����	� 
	 ���

�����(� ��
��� 
� ��� �	�
�����
	 �
	���
	 I+ ����� ��� ���#���)#� �#�
 �
 
����

�	�
�����
	 ����
��� �� ����
���� )���H� )�#
* �	 �����
	 !+

�� 	
* �������	� ��� �-����� 
� ��� ���
	� �
��	� M
(2)
n �� n ������+

�	�%������� ( %�� �	

	 ��� �����
���� �	
� ���� �	� M
(2)
n  ��� �����B 
	���

����
��  ���� B > 1 ��� c = 2
lnB 0

1� ,	� �

 n� ��� ����������� ∂
∂pj

M
(2)
n (π) �	� j = 1, 2, . . . , n − 1 ��� �(��
 �	 0

�	� π = ( 1
n , 1

n , . . . , 1
n )�
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.� ,	� n = 2� M
(2)
n (π) ��� � 	 
�*�
� ��� 	�� 
���
�
 �� �	

	 �0

��� %�� 
�*�
� ��� 	������� �	� π = (p1, 1 − p1)  ���

p1 =
1
2
± 1

2e

√
e2 − 4

�	� ����� ���� B�

��� %�� 
���
�
 �� 	������� �	� π = (1
2 , 1

2 )�

2� ,	� n ≥ 3� M
(2)
n (π) ��� � ����
� �*���
�
  ���� �� ��� ���(�� 
�*�
�
 ��

π = ( 1
n , 1

n , . . . , 1
n )�

������ �## ��#�
#���
	� �	 ���� ��

� ��� ������� 

� 
��	, � )��� B �
�

��� #
,������� *���� B > 1+
5
� i = 2� ��� �
��
#I �	 R�
�
����
	 ���" ���� ��� �
��

a2
j − 2aj − b2 + 2b = 0

*���� j = 1, 2, . . . , n − 1� aj = − log pj� b = − log pn �	� pn = 1 −∑n−1
k=1 pk+  �

<����6 �� *��	 *� 
�� )��� B �	����� 
� )��� e� ��� �
��
#I �
�	 �	�


a2
j −

2
ln B

aj − b2 +
2

ln B
b = 0

*��� aj = − logB pj �	� b = − logB pn+

�
 �##
* �
� � ���	,� �	 ��� )��� 
� ��� #
,������� *� *���� c �	����� 
�

2/ lnB �	 ���� ��

�+ ��
�� ��� �.
���
	� ���� ��� ,�	���# �
��

a2
j − caj − b2 + cb = 0.

�
�� ���� Bc = e2+ ���� ��	 )� ����
��J�� �	�


(aj − b)(aj + b − c) = 0.

5
� � �
#
��
	� 
	� 
� ��� �*
 ����
�� �� �.
�# �
 0+
�
�� ����

aj − b = − log pj + log pn = log
pn

pj
= 0

�� �	� 
	#� �� pj = pn+ E	 ������
#��� aj − b = 0 �
� �## j �� �	� 
	#� �� p1 = p2 =
· · · = pn = 1/n+ ���� �
#
��
	 �� ��##�� ������
 �	 ��� �����	��� 
� ��� ��

�+

�## 
���� �
#
��
	� 
� ��� ������ 
� �.
���
	� ��� 
)���	�� ��
� ����

�

�
�)�	���
	� 
� *���� ����
�� ��� �.
�# �
 0+  ���
�� 
� ��� ��������� �� �
D���
�
 �����	,
��� ��� ����� ���
���	, �
 �
* ��	� ����
�� 
� ��� �
�� (aj − b) ���
�.
�# �
 0+ R���
����
	� 
� ��� �
B
���	���� *�## ���#� �## �
#
��
	� ��
� �����+
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5����� �
	����� n = 2+ ��� 
	#� 	
	B������# �
#
��
	� ��	 )� ��� �
#
��
	� 
�
��� �.
���
	 a1 + b − c = 0+ �� p2 = 1 − p1� 
	� ���

a1 + b − c = − log p1 − log(1 − p1) − c = − log p1(1 − p1) − c,

��	��

p2
1 − p1 = −B−c


��	, log = logB *��� B = e 	
� �-�#
���+ ��
�

p1 =
1
2
±
√

1
4
− 1

Bc
=

1
2
± 1

2Bc/2

√
Bc − 4.

 
�� �

�� ��� ���# �� e2 = Bc ≥ 4+
��-�� �
	����� n = 3+ ���	 p3 = 1 − p1 − p2+ �
 
)���	 ��� 	
	B������#

�
#
��
	� *� 	��� �
 �
	����� ��� �
##
*�	, ����� �����C

'+ a1 − b = 0 �	� a2 + b − c = 0+

$+ a1 + b − c = 0 �	� a2 − b = 0+

%+ a1 + b − c = 0 �	� a2 + b − c = 0+

���� 'C ���	 p1 = 1 − p1 − p2� ��	�� p1 = (1 − p2)/2+ ��� ���
	� �.
���
	
���#��

a2 + b − c = − log p2 − log
(

1
2
− p2

2

)
− c

= − log
p2(1 − p2)

2
− c = 0.

/�	��� �.
���#�	�#��

p2
2 − p2 +

2
Bc

= 0

*���

p2 =
1
2
±
√

1
4
− 2

Bc
=

1
2
± 1

2Bc/2

√
Bc − 8.

�� e2 − 8 = Bc − 8 < 0� ����� �
#
��
	� ��� 	
� ���#B��#
��+ ���� $ �� ����#�� �

���� '+

���� %C �� �
	����� ��� �.
���
	�

a1 + b − c = − log p1 − log(1 − p1 − p2) − c = 0

�	�

a2 + b − c = − log p2 − log(1 − p1 − p2) − c = 0.

�
#��	, ��� (��� 
	� �
� p1 ���#��

p1 =
1 − p2

2
±
√

(1 − p2)2

4
− 1

Bc
.
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�
)����
��	, ���� �	�
 ��� ���
	� �.
���
	 ���
#�� �	

p2
2 −

(
1 − 1 − p2

2
∓
√

(1 − p2)2

4
− 1

Bc

)
· p2 +

1
Bc

= 0.

�	� �
#��� ���� �
 (	�

p2 =
1
4
± 1

4Bc/2

√
Bc − 8.

�� �)
�� ���� �
#
��
	 �� 	
� ���#B��#
��+

5�	�##�� *� �
	����� n > 3+ �� �	 ��� ���� 
� n = 3� *� �
	����� ��� �*

�.
���
	�

(a1 − b)(a1 + b − c) = 0 �	� (a2 − b)(a2 + b − c) = 0,

*����� �
*�����

b = − log(1 − p1 − p2 − r)

�
� �
�� r *��� 0 ≤ r ≤ 1+ ��� ���� �� ���� r =
∑n−1

k=3 pk+ �� �����	,
��� ���

����� ����� �� �)
��+

���� 'C �	� �
��
��� ����

p1 =
1 − p2 − r

2
�	�

p2 =
1 − r

2
± 1

2Bc/2

√
(1 − r)2Bc − 8.

�� 0 ≤ r ≤ 1� )�

(1 − r)2Bc − 8 = ((1 − r)e)2 − 8 ≤ e2 − 8 < 0

p2 �� 	
� ���#B��#
��+

���� $ �� �	�#
,

� �
 ���� '+

���� %C �	� �
��
���

p1 =
1 − p2 − r

2
± 1

2Bc/2

√
(1 − p2 − r)2Bc − 4

�	�

p2 =
1 − r

4
± 1

4Bc/2

√
(1 − r)2Bc − 8.

�� �)
��� p2 �� 	
� ���#B��#
��+

���� �
��#���� ��� ��

�+ �
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�������	�� #�6� ��� 
	�� �	 R�
�
����
	 3 ��� �	����	��	� 
� ��� ��
��� 
�

��� )��� 
� ��� #
,�������+ ���� 	����� �
 )� ��
���� )
� *�� 	
� �
��#���#�


	�-������+ E	����� ����
���� #�6� �-������ 
� � �
	���
	 �	��	��� �
 ������)� �

�������# ���	
��	
	 ��

#� 	
� ����	� 
	 ��� 
	�� 
� ����
����	�+

��� ��,	�(��	� ��7���	�� �	 ��� ������ 
� ��� ���
	� �
��	� )��*��	 ���

����� n = 2 �	� n > 2� �� ������ �	 R�
�
����
	 3 *�� � �
������ �
 
�+ ��� ���
�
�� �#���(��� �� #���� �	 ����� )� ��� �
##
*�	, ���
#�� �
	���	�	, ��� �����	��

���n I+ �	� 
)������ � ����#�� ���	
��	
	 �
� ��� ����� �
��	�+ ��� �����#�

�
� ���� ���� ��� ������ �	 R�
�
����
	 ''+

�	�%������� ) %�� �������� ���n I ��� ��� �	

	 ��� ��	�������0

1� ���n I(π) �� � �	�����	�� ������	� 	� π ∈ Δn ���	 R+ ∪ 0�

.� ���n I(π) = 0 �� ��� 	�
� �� π �����'�� ��� �	

	 ��� �	�����	�0 )�� k ∈ N ��

��� ��
��� 	� �	
�	����� pj 	� π  ��� 0 < pj � ����� �	� j = 1, 2, . . . , n� ��

pj �= 0 ���� pj = 1/k�

2� ���2 I(π) ��� �*���
� � 	 
�*�
� ����
��� ��� ���� B 	� ��� 
	������
�

�����'�� B > 1�

/� 7���
� ���� ��� ���� B 	� ��� 
	������
� �����'�� B > 1� %���� ��� 2n − 1
�������� ��
��� 	� π = (p1, p2, . . . , pn) �	�  ���� ��� �������� 	� ���n I(π) ��
�(��
 �	 ��� 0�����	�� ����� ��
��� ��� �� �	

	 �0

* p1 = p2 = · · · = pn = 1
n � %��� �	�����	��� �	 ��� ���(�� �
	��
 
���
�


	� ���n I(π)�

* %���� �� �� ������� k� ���� ���� 1 ≤ k ≤ n − 1� � ��� K ⊆ {1, 2, . . . , n}
 ��� |K | = k ��� � ���(�� ���
 ��
��� x  ��� 0 < x < 1

n ��� x < 1
2k

���� ����

pj =

{
x, �� j ∈ K�
1−kx
n−k , �� j /∈ K�

������ ��� (��� �������	� �
##
*� ��
� ���n I = � (I − � I)2 = � I2 −
(� I)2 �	� ��� �
	��	
��� 
� ��� �
��	��+

���	 π �����(�� ��� �
	����
	 
� ��� ���
	� �������	�� ���	 M
(1)
n (π) = log k

�	� M
(2)
n (π) = (log k)2� ��	�� ���n I(π) = 0+ �
 ��
�� ��� �
	������ �
�B

�
��� *���

� #
�� 
� ,�	���#���� ���� ��� k ������#� �
������ �
��
	�	�� 
� π

��� p1, . . . , pk+ ��	��

���n I(π) =
k∑

j=1

pj

(
− log pj − M (1)

n (π)
)2

≥ 0
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*��� �.
�#��� 
��
���	, 
	#� *��	 − log pj = M
(1)
n (π) �
� j = 1, 2, . . . , k� ���

���
#� �
##
*� ���������#�+

�� �
�	 �
 ��� ��

� 
� �%"+ ���
�� ���� n = 2+ �	� ��
��� ����

���2 I(π) = p1(1 − p1)
(

logB

(
p1

1 − p1

))2

.

��� (��� ���������� 
� ���2 I(π) *��� ������� �
 p1 ��

∂

∂p1
���2 I(π) = logB

(
p1

1 − p1

)(
(1 − 2p1) logB

(
p1

1 − p1

)
+ c

)

*����� �� )��
��� c = 2
ln B + ��
�� #
��# �-����� 
��
� *��	 p1 = 1 − p1 = 1

2 �

*���� �
�����
	�� �
 ��	��
� �����	��� 
� *��	

(1 − 2p1) logB

(
p1

1 − p1

)
+ c = 0.

���

f(p1) = (1 − 2p1) logB

(
p1

1 − p1

)
+ c.

��� �
##
*�	, ����� �
	���	�	, f(p1) ����)#��� ���� f(p1) ��� �-���#� �*
 ���#
�

��� p̄1 �	� p̄2� �
�� ���� 0 < p̄1 < 1

2 < p̄2 < 1� *���� ��� ��������� *���
������� �
 1

2 + ��� �
	���
	 f(p1) �� �
	��	


� 
	 ��� 
��	 �	�����# (0, 1); �
�
p1 > 0� limp1→0 f(p1) < 0; �
� p1 < 1� limp1→1 f(p1) < 0; �
��
���� *��	 B > 1�
limp1→1/2 f(p1) = c > 0+ ��
�� )� ��� �	����������B��#
� ���
���� f(p1) ��� ��
#���� �*
 ���# �

�� p̄1 �	� p̄2 *��� 0 < p̄1 < 1

2 < p̄2 < 1+ �� ��� (��� ����������

∂

∂p1
f(p1) = −2 logB

(
p1

1 − p1

)
+

(1 − 2p1)
ln B p1(1 − p1)

�� �
������ �
� 0 < p1 < 1
2 �	� 	�,����� �
�

1
2 < p1 < 1� ����� ��� 	
 �
�� �

��

�	 ���� �	�����#+

�� ���2 I(π) �� ��������� *��� ������� �
 1
2 � 
	� ���

1
2 − p̄1 = p̄2 − 1

2 +

�
 �
��
�� p̄1 �	� p̄2� #��

Bx =
p1

1 − p1
.

��
�

p1 =
Bx

1 + Bx

�	�

1 − 2p1 =
1 − Bx

1 + Bx
.

���	

f(p1) =
1 − Bx

1 + Bx
· x + c.
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���� x1 �	� x2 ��� �*
 ���# �

�� 
�

x(1 − Bx) + c(1 + Bx) = 0,


	� ���

p̄1 =
Bx1

1 + Bx1
�	� p̄2 =

Bx2

1 + Bx2


� ���� �����+ ���� �
��#���� ��� ��

� 
� �%"+

5
� �2" *� �
	����� ��� ������# �����������

∂

∂pj
���n I(π) =

∂

∂pj
M (2)

n (π) − ∂

∂pj

(
M (1)

n (π)
)2

= (I(pj))
2 + 2 · pj · I(pj) · ∂

∂pj
I(pj)

− (I(pn))2 + 2 · pn · I(pn) · ∂

∂pj
I(pn)

−2 · M (1)
n (π) ·(

I(pj) + pj · ∂

∂pj
I(pj)

−I(pn) + pn · ∂

∂pj
I(pn)

)

�
� j = 1, 2, . . . , n − 1+ 5
� ��� ���� 
� ���� ��

�� #�� log = logB *���� B > 1+
���� I(x) = − logx� c = 2

ln B �	� H = Hn(π) = M
(1)
n (π)� ��� �	��
��� 
	� (	��

∂

∂pj
���n I(π) = (− log pj)

2 − c(− log pj) − (− log pn)2 + c(− log pn)

−2H · (− log pj) − 2H · log pn

= (− log pj + log pn) ·
(− log pj − log pn − c − 2H) .

����

� #
�� 
� ,�	���#��� *� ���
�� ���� pj > 0 �
� �## j+ E� �
##
*� ����

∂

∂pj
���n I(π) = 0

�� �	� 
	#� ��

pj = pn 
� log pj + log pn + c + 2H = 0.

��
�� �� �## ������# ����������� ��� �.
�# �
 0 ���	 ����� �� � k *��� 1 ≤ k ≤ n

�
�� ����� �
� k ��#
�� 
� j 
	� ��� pj = pn *��#� �
� ��� 
���� n − k ��#
��


� j 
	� ��� pj �= pn� )
� log pj + log pn + c + 2H = 0+ ����� ��� 2n − 1
�
���)#� ��
���� 
� ��� k ��#
�� 
� j+ ����

� #
�� 
� ,�	���#���� *� ���
�� ����

pn−k+1 = pn−k+2 = · · · = pn �	� ���� pj �= pn �
� j = 1, 2, . . . , n − k+
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��� pn = x *���� 0 < x < 1; ���	∑
j>n−k

pj = kx �	�
∑

j≤n−k

pj = 1 − kx,

��	�� x ≤ 1
k + 5
� j ≤ n − k 
	� ��� pj �= x; ��(	�

fk,j(x) = log pj + log pn + c + 2H

= log pj + log x + c

+ 2
∑

i≤n−k

pi log
1
pi

+ 2kx log
1
x

= 0.

���	 k = n ���	 pj = x = 1
n � �	� ��� �����	�� �� J��
+

5
� ��� ���� 
� ��� ��

� *� ���
�� ���� 1 ≤ k ≤ n − 1+ ���	 k = n − 1
���	 p1 = 1 − (n − 1)x� ��	��

fn−1,1(x) = log p1 + log pn + c + 2H

= log (1 − (n − 1)x) + log x + c

+ 2
(

(1 − (n − 1)x) log
1

1 − (n − 1)x
+ (n − 1)x log

1
x

)

= (1 − 2(n − 1)x) log
x

1 − (n − 1)x
+ c.

E	�
���
	 �	� ��� ����� 
� ��� ,����� �	 5�,
�� % �
,,��� ���� �
� �## 
���� ��#
��


� k 
	� ���

pj =
1 − kx

n − k
, )
� pj �= x,

�
� j = 1, 2, . . . , n − k+ E	 ���� ����� pj �= x ���#��� x �= 1
n ; �
��
����

x <
1
n
�� �	� 
	#� ��

1 − kx

n − k
>

1
n

.

5
� ����� ���
����
	�� ��(	�

fk(x) = log
1 − kx

n − k
+ log x + c

+ 2
(

(1 − kx) log
n − k

1 − kx
+ kx log

1
x

)

= (1 − 2kx) log
(n − k)x
1 − kx

+ c.

��� �
	���
	 fk ��� ��� �
##
*�	, ��
�������C

'+ limx→0 fk(x) = −∞ �
� x > 0;

$+ fk(x) �� �
	��	


� �
� 0 < x < 1
n ;
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%+ fk(x) = c > 0 �
� x = 1
2k 
� x = 1

n *��	 B > 1;

2+ ��� ���������� 
� fk �� ,���	 )�

f ′
k(x) = −2k log

(n − k)x
1 − kx

+
(1 − kx)(1 − 2kx)

(n − k)x
·
(

n − k

1 − kx
+

k(n − k)x
(1 − kx)2

)

= −2k log
(n − k)x
1 − kx

+
(1 − 2kx)
(n − k)x

·
(

n − k +
k(n − k)x

1 − kx

)

= −2k log
(n − k)x
1 − kx

+
1 − 2kx

x(1 − kx)
.

5
� 0 < x < 1
n 
	� ���

0 ≤ (n − k)x
1 − kx

< 1,

��	��

−2k log
(n − k)x
1 − kx

> 0.

5
� 0 < x < 1
2k 
	� ���

1 − 2kx

x(1 − kx)
> 0.

��
� ��� ���������� 
� fk �� ������#� �
������ �
�

0 < x < min
(

1
2k

,
1
n

)
.

 � ��� �	����������B��#
� ���
���� fk ��� �-���#� 
	� �

� x0 ��������	,

0 < x0 < min
(

1
2k

,
1
n

)
.

����� ��� 2n − 1 	
	B����� ���� K ⊆ {1, 2, . . . , n}+ ��� k = |K |+ 5
� k = n


	� ,��� ��� ,#
)�# ��	��
�+ ���� 1 ≤ k < n� 

� ���
����
	� ���#�

pj =

{
x0, �� j ∈ K�
1−kx0
n−k , �� j /∈ K+

�� x0 < 1
n � 
	� ���

1 − kx0

n − k
>

1
n

.

������
��� ��� kB�#���	� �
)���� 
� {1, 2, . . . , n} ��� �	 
	�B�
B
	� �
�����
	��	��
*��� ��� ����
�� π ��(	�� )� ��� �
	����
	� �)
��+ �
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5
� R�
�
����
	 A�%" �	� n = 2� )� 	
������# ��#�
#���
	� *� ��	 �������	�
���� x1 ≈ −2.399356 �	� x2 ≈ 2.399356� �
 ���� ��� �
�����
	��	, ��#
��

� p1 �� *���� ��� ��-���# �����	�� 
� ����
-�����#� :+2%A$$33 
��
�� ���

����
-�����#� :+:3%$$'3$ �	� :+A'�!!3'3� ����������#�+ /��� ��� ���)
#� x1�

x2 �	� p1 ����� �
 ��� ���)
#� 
��� �	 ��� ��

� �)
��+

��� �������	� 
� R�
�
����
	 A�2" �
�� 	
� �-�#
�� ��� �
���)�#��� ���� �����

�

#� )� �
����� ��#
�� 
� π �
� *���� ��� ,�����	� 
� ��� �����	�� �� ��� 0B����
�+
��� ,����� �	 5�,
�� % �
,,��� ���� ��� n ��#
�� 
� π ���
#��	, ��
� k = n − 1
�
�����
	� �
 #
��# ��-���; �
��
���� *� )�#���� ����� �	 ,�	���#� ����� ���

��� 
	#� #
��# ��-��� 
� ���n I+ 5
� n = 3� R�
�
����
	 A�2" ����)#����� ��
#���� 23 − 1 = 7 �����	�� ��#
�� 
� π �
� *���� ��� ,�����	� 
� ���3 I(π) �� ���
0B����
� �� ����)#� �	 5�,
�� %C �'" ��� ,#
)�# ��	��
� �� ��� �
�	� *��� �## �
B


���	���� �.
�# �
 1
3 �	� ��� �����	�� �.
�# �
 0; �$" ��� ����� #
��# ��-��� �� ���

�
�	�� *��� �*
 �
B
���	���� ����
-�����#� �.
�# �
 0.06165176� ��� �����	�	,
�
B
���	��� ����
-�����#� �.
�# �
 0.8766965 �	� ��� �����	�� ����
-�����#�
�.
�# �
 0.7618022; �%" ��� ����� ����#� �
�	�� *��� �*
 �
B
���	���� ����
-B
�����#� �.
�# �
 0.4744505� ��� �����	�	, �
B
���	��� ����
-�����#� �.
�# �

0.051099 �	� ��� �����	�� ����
-�����#� �.
�# �
 0.2407779+ 5
� n = 4� )�
R�
�
����
	 A�2" *� (	� '� �
�	�� �� �
##
*�C

'+ �## �
B
���	���� ��� �.
�# �
 1
4 �	� ��� �����	�� �� �.
�# �
 0;

$+ �

� �
�	�� �
� k = 1� ����� �
B
���	���� 
� *���� ��� ����
-�����#� �.
�# �

0.3209829*��� ��� �����	�	, �
B
���	��� ����
-�����#� �.
�# �
 0.03705117
�	� ��� �����	�� )��	, ����
-�����#� �.
�# �
 0.16663207+

%+ ��- �
�	�� �
� k = 2� �*
 �
B
���	���� 
� *���� ��� ����
-�����#� �.
�#
�
 0.458394 *��� ��� �����	�	, �*
 �
B
���	���� ����
-�����#� �.
�# �

0.04160604 �	� ��� �����	�� ����
-�����#� �.
�# �
 0.4392288+

2+ �

� �
�	�� �
� k = 3� ����� �
B
���	���� 
� *���� ��� ����
-�����#� �.
�# �

0.04950273*��� ��� �����	�	, �
B
���	��� ����
-�����#� �.
�# �
 0.8514918
�	� ��� �����	�� ����
-�����#� �.
�# �
 1.023491+

�
������# ��#�
#���
	� �
,,���C ��� �
�	�� ���
���	, �
 �$" �	� �%" �
�����
	�

�
 #
��# ��	���; ��� �
�	�� ���
���	, �
 �2" �
�����
	� �
 #
��# ��-���+ �#���#��

��� �
�	� 
� �'" �
�����
	�� �
 � ,#
)�# ��	��
�+

�� ���� �
��	� *� �
 	
� ��� � ������	 ����,�	, ��
� ��� ��#�
#���
	� *����

��,�� �
��
�� � �#�
��)#� �
	F���
�� )��
	� ��� �
##
*�	, �#���� )���� 
	 ���

,����� ��
*	 �	 5�,
��� '0%C
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+��,�-��	� �. )�� i, n ∈ N  ��� n ≥ 2 ��� π ∈ Δn�

1� )�� n = 2� ,	� i > 1� M
(i)
n (π) ��� � 	 
�*�
� ��

π
(i)
1,2 =

(
1
2
± x(i),

1
2
∓ x(i)

)

 ��� 0 < x(i) < 1
2 � +	��	����

x(2) =
1
2e

√
e2 − 4,

��� x(i) �� ������
� ���������� �� i → ∞  ���

lim
i→∞

x(i) =
1
2
.

.� )�� n = 2 ��� 
�� π
(i)
1,2 ��� x(i) �� �� ��	��� %���� �	� i ≥ 2

M (i)
n (π(i)

1 ) = M (i)
n (π(i)

2 ) > (log 2)i

�� ������
� ���������� ��� ���	����� �� i → ∞�

2� )�� n > 2� ,	� i > 2� M
(i)
n (π) ��� n 
	��
 
�*�
��

/� ,	� n ≥ 2� �� i → ∞� ��� 
�*�
�
 ��
��� 	� M
(i)
n ��� ������
� ���������� ���

���	������

��� ��#
� 
� x(2) ��� )��	 
)���	�� �	 R�
�
����
	 3+ 5
� n = 2 ��� ,�����
�
,,��� 	
� 
	#� ���� M

(i)
2 (π) ��� ��� ����� 
� � ��

,� )
� �#�
 ���� ��� �		��

*�##� )��
�� �-�����#� ����� �� i → ∞+ E	 ��� #���� ��� ����� ����� �
 )� ����

� ��� ���)
#

⊔
*��� *�##� 
� �	(	��� ���,��+ 5
� ��� �#��� �%" 
� �
	F���
�� ':�

*� ���� � ������# �	�*�� �� �
##
*�+

�	�%������� �� )�� n ∈ N� n ≥ 2 ��� 
�� B > 1 �� ��� ���� 	� ��� 
	������
��
%�� �	���� π = (p1, p2, . . . , pn) ∈ Δn ��  ���� ��� �������� 	� M

(3)
n (π) �� ���

0�����	� ���� ��� �	

	 ��� ��	�������0

1� ,	� �

 n� ��� �������� 	� M
(3)
n (π) �� ��� 0�����	�  ��� p1 = p2 = · · · = pn =

1
n �

.� ,	� n = 2� M
(3)
n (π) ��� � �
	��
 
���
�
 �� p1 = p2 = 1

2 ��� � 	 
	��



�*�
� ��

π
(3)
1,2 =

(
1
2
± x(3),

1
2
∓ x(3)

)
 ��� 0 < x(3) < 1

2 � +	��	����

9
20

< x(3) <
19
42

.

%���� ��� ��� 	�
� �	���� ��  ���� ��� �������� 	� M
(3)
2 (π) �� ��� 0�����	��
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2� ,	� n = 3� M
(3)
n (π) ��� � �
	��
 
���
�
 �� p1 = p2 = p3 = 1

3 � ����� 
	��



�*�
� ��� ����� ����
� �	����� %��� ��� �� �	���� π ��� �	
�	����� 	�

 ���� ������� ��� �	

	 ��� �	�����	��0

��� � 	 	� ��� �	
�	����� ��� �(��
 �	 �	
� ��
�� x ��� ��� ��
������

�	
�	���� �� �(��
 �	 1 − 2x�

��� �	� ��� 
	��
 
�*�
��
1
21

< x <
1
20

.

��� �	� ��� ����
� �	����� 0.4708 < x < 0.4709.

%���� ��� ��� 	�
� �	���� ��  ���� ��� �������� 	� M
(3)
3 (π) �� ��� 0�����	��

/� ,	� �

 n ∈ N  ��� n ≥ 2� �� ��� �������� 	� M
(3)
n (π) �� ��� 0�����	� ����

�*���
� 	�� 	� ��� �	

	 ��� � 	 �	�����	�� �� 
��0

��� π �� ���� ���� p1 = p2 = · · · = pn = 1
n �

��� %���� �� �� x ∈ R  ��� 0 < x < 1 ��� � ��� K ⊆ {1, 2, . . . , n}  ���
k = |K | = n − 1 ���� ���� ��� �	

	 ��� �����
���� �	
� ����0

�� 0 < x < 1
k � pj = x �	� �

 j ∈ K ��� pj �= x �	� j /∈ K�

��� �	� j /∈ K�

ln pj = −3 + lnx

2
−

√
3

2
·
√

4 − (1 + lnx)2;

���� �	� �� 
���� 	�� j ∈ {1, 2, . . . , n} 	�� ��� pj < 1
n �

��� �	� �

 j ∈ {1, 2, . . . , n} 	�� ��� pj > e−3�

3� ,	� n > 20 ��� �������� 	� M
(3)
n (π) �� ��� 0�����	� �� ��� 	�
� �� p1 = p2 =

· · · = pn = 1
n � 7� ���� �	��� M

(3)
n (π) �� � �
	��
 
�*�
�
�

������ ���	, <����6 � *��� log = logB �	� d = 1/ lnB� 
	� ���

∂

∂pj
M (3)

n (π) = ((− log pj) − (− log pn))

· ((− log pj)2 + (− log pj)(− log pn) + (− log pn)2

− 3d · ((− log pj) + (− log pn))
)

= (− log pj + log pn)

· ((log pjpn)2 + 3d log pjpn − log pj log pn

)
.
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�
� j = 1, 2, . . . , n − 1+ �� �	 ��� ��

� 
� R�
�
����
	 A�2"� �
� ��� ,�����	� �

)� ��� :B����
�� ����� �� � k *��� 1 ≤ k ≤ n �	� � ��� K ⊆ {1, 2, . . . , n} *���
|K | = k �	� n ∈ K �
�� ���� pj = pn �
� j ∈ K �	� pj �= pn� )
�

(log pjpn)2 + 3d log pjpn − log pj log pn = 0

�
� j /∈ K+

���	 k = n� ���	 p1 = p2 = · · · = pn = 1
n �	� M

(3)
n = (log n)3+ ����

��
��� �'"+

5
� ��� ���� 
� ��� ��

� #�� k ≤ n − 1 �	�� *���

� #
�� 
� ,�	���#���� #��
K = {n − k + 1, n − k + 2, . . . , n}+ �� �	 ��� ��

� 
� R�
�
����
	 A�2"� #��
pn = x *��� 0 < x < 1+ �� k < n� x < 1

k + 5
� j ≤ n − k 
	� ��� pj �= x �	�∑n−k
j=1 pj = 1 − kx+ E� �
##
*� ���� ����� �� � j ∈ {1, 2, . . . , n} *��� pj < 1

n +

��(	� ��� �
	���
	

h(x, y) = (ln(xy))2 + 3 ln(xy) − ln x · ln y.

���� x �� �)
��� pj = y �
� j /∈ K 
	#� �� h(x, y) = 0+ �
�� ���� h(x, y) �� ,���	
)� ��� �
	����
	 �)
�� *��	 B = e+ �	� �
��
���

h(x, y) = (lnx)2 + (ln y)2 + lnx · ln y + 3 lnx + 3 ln y.

�
#��	, ���� �
� ln x �	� ln y ���#��

ln x = −3 + ln y

2
±

√
3

2
·
√

4 − (1 + ln y)2

�	�

ln y = −3 + lnx

2
±

√
3

2
·
√

4 − (1 + lnx)2.

5
� ln y �
 )� ���#B��#
��� �� �� 	�������� ����

4 − (1 + lnx)2 ≥ 0.

���� �
#�� �� �	� 
	#� ��

−2 ≤ 1 + lnx ≤ 2.

�� x < 1� 1 + lnx ≤ 2 �� �#*��� ��
�+ ��
�� x ��� �
 ������� e−3 ≤ x+ ����#��#��

�#�
 e−3 ≤ y+ �� pj < 1
n �
� �
�� j� 
	� ��� e−3 ≤ 1

n � ���� ��� n ≤ e3+ ����

���#��� n ≤ 20+ /�	��� �
� n > 20� ����� �� 	
 �
#
��
	 
� h(x, y) ��������	, ���
�
	����
	�+ ���� ��
��� ��"+

���	 e−3 = y ���	 x = 1; ����#��#�� e−3 = x ���#��� y = 1+ ������
��� �
�
�## ��#
�� pj > e−3+

��� ���� ���� ln x < 0 ���#��� 1 + lnx < 1+ /�	��

2 − (1 + lnx) − (1 + lnx)2 > 0
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*���� ���#��� √
3

2
·
√

4 − (1 + lnx)2 >
3 + lnx

2
,

*���� )
�� ����� ��� �
������ )���
�� 
� x > e−3+ ������
��� ��� ���� 
�

ln y = −3 + lnx

2
+

√
3

2
·
√

4 − (1 + lnx)2

�� ���
���)#� �� �� ���#��� ���� ln y ≥ 0+  � �������� ���� �#�
 ���#��� �
 ln x+

�� � �
	��.
�	���

ln y = −3 + lnx

2
−

√
3

2
·
√

4 − (1 + lnx)2.

���� ���#��� ����� �
� �## j /∈ K� ����� �� 
	#� � ��	,#� �
���)#� ��#
� y �
� pj �	�

y =
1 − kx

n − k
.

�� ���� ���
#� �� �	����	��	� 
� n �� �
##
*� ���� k = n − 1+ ���� ��
��� �2"+
�� 	
* �
�	 �
 ��� ����� 
� n = 2 �	� n = 3+ 5
� n = 2 *� ��� #

6�	, �
�

x �	� y *��� 0 < x < 1
2 < y < 1 �	� x + y = 1 �
�� ���� h(x, y) = 0+ ��(	�

g(x) = h(x, 1 − x)+ ��� �
	���
	 g ��� ��� �
##
*�	, ��
�������C

* limx→0 g(x) = +∞ �
� x > 0;

* limx→1 g(x) = +∞ �
� x < 1;

* g( 1
20 ) = g(19

20 ) < 0;

* g(x) �� �
	��	


� �
� 0 < x < 1;

* ��� ���������� 
� g �� 	�,����� �
� 0 < x < 1
2 �	� �
������ �
�

1
2 < x < 1+

 � ��� �	����������B��#
� ���
��� ��� �
	���
	 g(x) ��� �-���#� �*
 J��
�� x1,2

*���� ������� 0 < x1 < 1
20 �	�

19
20 < x2 = 1 − x1 < 1+ �
������# ��#�
#���
	�

��
* ���� x1 > 1
21 �	� x2 < 20

21 + �	� �
��
���

M
(3)
2

(
1
20

,
19
20

)
≈ 1.34437 > 0.33302

≈ (ln 2)3 = M
(3)
2

(
1
2
,
1
2

)
.

������
��� �� (x1, x2) �	� (x2, x1) ��� �
��	� M
(3)
2 (π) �� ��-���# �	� �� (1

2 , 1
2 )

�� �� ��	���#+ ���� ��
��� �������	� �$" *��� x(3) = 1
2 − x1+

5
� n = 3 *� 	��� �
 �
	����� ��� ���
���
	 *��	 �-���#� �*
 
� ��� ��
)�B
)�#����� ��� ��� ����� ��� �.
�# �
 x� �	� ��� �����	�	, ��
)�)�#��� y �� �.
�# �


1 − 2x+ ��(	� g(x) = h(x, 1 − 2x)+ ��� �
	���
	 g ��� ��� �
##
*�	, ��
�������C
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* limx→0 g(x) = +∞ �
� x > 0;

* limx→ 1
2

g(x) = +∞ �
� x < 1
2 ;

* g( 1
20 ) = g( 9

20 ) < 0;

* g(x) �� �
	��	


� �
� 0 < x < 1
2 ;

* ����� �� �	 x′ *��� 1
4 ≤ x′ < 1

2 �
�� ���� ��� ���������� 
� g �� 	�,����� �
�

0 < x < x′ �	� �
������ �
� x′ < x < 1
2 +

�
 ���#� ��� �	���������� ��#
� ���
��� �	� �
 (	� ,

� ����
-�����
	� 
� ���

�

�� ��� ���� �-���" *� 	��� �
 (	� x1 �	� x2 �
�� ����

0 < x1 < x′ < x2 <
1
2
,

g(x1) < 0 �	� g(x2) < 0+
�)����� ����� ��

(ln x(1 − 2x))2 + 3 lnx(1 − 2x) < 0,

���	 �#�
 g(x) < 0 �� ln x · ln(1 − 2x) > 0+ E	 �
�� ,�	���# ������ *��	

(ln x(1 − mx))2 + 3 lnx(1 − mx) < 0,

���	 �#�
 h(x, 1 − mx) < 0 *���� m ∈ N �	� 0 < mx < 1+ �	� ���

(ln x(1 − mx))2 + 3 lnx(1 − mx) < 0,

�� �	� 
	#� ��

x(1 − mx) > e−3.

�� �
#
��
	� 
� x(1 − mx) ≈ e−3 
	� �
��
���

x ≈ 1
2m

·
(
1 ±

√
1 − 4me−3

)
.

���� �� ���#B��#
�� �
� 4m ≤ 20 �	� �
��#�- �
� 4m ≥ 21+
5
� ��� ���� 
� n = 3 *� 	��� �
 �
	����� m = 2+ �	� �
��
���

x ≈ 1
4
·
(
1 ±

√
1 − 8e−3

)
≈
{

0.443924,

0.056076.

��� ���##�� 
� ����� ��#
�� �� ����
-�����#� �.
�# �
 1
18 + �
������# ��#�
#���
	

��
*� ����

h

(
1
20

,
18
20

)
< 0
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�	�

h

(
1
21

,
19
21

)
> 0,

*���� ��
*� ����� �� � �
#
��
	 x1 *���

1
21

< x1 <
1
20

.

����
-�����	, x1 )�
1
20 
	� �
��
���

M
(3)
3

(
1
20

,
1
20

,
18
20

)
≈ 2.689546154

*��#�

(ln 3)3 ≈ 1.32596896.

���	, 9
20 � *���� �� *��� 
	� *

#� ��� ��
�

1
2 − 1

20 )� ��������� �� �	

����
-�����
	 
� x2 �� �	�
D���	�+ �
������# ��#�
#���
	 ��
*� ���� 0.4708 <

x2 < 0.4709+ ���	, x2 ≈ 0.47085 �� �	 ����
-�����
	� 
	� (	�� ���� ��� �����
�
��	� �� ����
-�����#� �.
�# �
 '+!2:33A:%!+

��
�� �	 �
�����C M
(3)
3 (π) ��� � ,#
)�# ��	��
� *��	 �## �
��
	�	�� 
�

π ��� �.
�# �
 1
3 ; �� ��� ����� #
��# ��-��� *��	 �*
 
� ��� �
��
	�	�� 
� π

��� �.
�# �
 x1 �	� ��� �����	�	, 
	� �� �.
�# �
 1 − 2x1; �� ��� ����� ����#�

�
�	�� *��	 �*
 
� ��� �
��
	�	�� 
� π ��� �.
�# �
 x2 �	� ��� �����	�	, 
	�

�� �.
�# �
 1 − 2x2+ �
R�
�
����
	 '' ������� ��� �-����	�� 
� 3 �����	�� �
�	�� �� *���� ��� ,�����	�


� M
(3)
n �� ��� 0B����
� �
� n = 2; 
� 7 �
�� �
�	�� �
� n = 3; 
� F
�� 1 �
�� �
�	�

�
� n > 20+ 5
� 4 ≤ n ≤ 20 *� 
	#� ���� ��� 	�������� �
	����
	 �2"+ �
������#
��#�
#���
	� #��� 
� �
 )�#���� ���� ����� �� 
	#� � ��	,#� �
�	� *��� ,�����	�

�.
�# �
 ��� 0B����
� ���	 �
� ��#
�� 
� n *���� ��� �
�� ���##�� ���	 $:+

�� �-����� �
�� 
)�������
	� ��
� ��� ��

� 
� R�
�
����
	 ''+

����	 �� )�� m ∈ N ��� x ∈ R  ��� 0 < mx < 1�

1� (ln x(1 − mx))2+3 lnx(1−mx) = 0 ��� � ���
���
��� �	
���	� �	� ��� ��	����
x(1 − mx) �� ��� 	�
� �� m ≤ 5� �� ���� ���� ����� ��� ��� � 	 �	
���	��

1
2m

·
(
1 ±

√
1 − 4me−3

)
.

.� �� ���� �*���� �	
���	�� �	 h(x, 1−mx) = 0 �	� m ≥ 2 ��� ����
� ��

������

��	��� 1

2m � %�� ��
�� 	� ��� �
�

�� 	�� �� ����	*�
���
� �(��
 �	

1
2m

·
(
1 −

√
1 − 4me−3

)
.

������ ��� (��� �������	� *�� ��
��� �)
��+ ��� ���
	� �������	�

�
##
*� ��
� ��� ���� ����� �� x )��	, ���## ���#��� ���� 1 − mx �� 	���#� �.
�#

�
 1� ��	�� �#�
 | ln x · ln(1 − mx) | �� ���##+ �
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� ���������� ����	�� �
�� ����� 
� �������

�� 	
* �
�	 �
 � ��7���	� ��� 
� ��
)#���+ �� �
	����� ��� ���� 
� Sk = (Σk, pk)
*��� k > 1; ���� ��
)�)�#��� ����� �
��#� ��� )�����

� 
� � ���
��#��� �

����
*��	 
	� �
	������ 

��
� *
��� 
� #�	,�� k ������ ���	 ��	,#� 

��
� ���)
#�+

E� �� *�## 6	
*	 ���� H(Sk) = kH(S)+ ���� �� � �
	��.
�	�� 
� ��� ����������

� H �
� ��
�
��� 
� �	����	��	� ��
)�)�#��� ������+ �
�� ���� ���������� �
#��

��
� *��	 �	�
�����
	 �� ����
��� �	 ��� ��	�� 
� ���		
	� )
� ��	 )� ��
#����

*��	 
���� �	�
�����
	 ����
��� ��� 
���+

�
 ������ ��� ��,��� �
��	�� 
� �	�
�����
	� *� �
	����� ��� �
##
*�	,

�
�� ,�	���# ���
���
	C �
	����� k �	����	��	� (	��� ��
)�)�#��� ������ Xj =
(X(j), p(j)) �
� j = 1, 2, . . . , k *��� k ≥ 1� �	� #��

X = X1 ×X2 × · · · × Xk = (X, p)

*����

X = X1 × X2 × · · · × Xk

�	�

p(x1, x2, . . . , xk) =
k∏

j=1

p(j)(xj)

*���� (x1, x2, . . . , xk) ∈ X + 5
� �	�
�����
	 �	 ��� ��	�� 
� ���		
	�

I(x1, x2, . . . , xk) =
k∑

j=1

I(j)(xj) =
k∑

j=1

(
− log p(j)(xj)

)
.

/�	��� �
� i ∈ N�

I(x1, x2, . . . , xk)i =

⎛
⎝ k∑

j=1

I(j)(xj)

⎞
⎠

i

=

⎛
⎝ k∑

j=1

− log p(j)(xj)

⎞
⎠

i

=
∑

i1,i2,...,ik
i1+i2+···+ik=i

(
k

i1, i2, . . . , ik

) k∏
j=1

(
I(j)(xj)

)ij

=
∑

i1,i2,...,ik
i1+i2+···+ik=i

(
k

i1, i2, . . . , ik

) k∏
j=1

(
− log p(j)(xj)

)ij

.

���� ��
���C

�	�%������� �! )�� X = X1 × X2 × · · · × Xk �� � ��	���� 	� k �����������

��	����
��� ������ �� ��	��� %�� i��� 
	
��� 	� ��� ���	�
���	� ��

M (i)(I) =
∑

i1,i2,...,ik
i1+i2+···+ik=i

(
k

i1, i2, . . . , ik

) k∏
j=1

M (ij)(I(j)).
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5
� ��� �����(� ���� 
� i = 1 
	� (	�� ��� *�##B6	
*	 ���������� 
� H + 5
�

i = 2 �	� k = 2� 
	� ,���

M (2)(I) = M (2)(I(1)) + 2H(X1)H(X2) + M (2)(I(2)).

���	 X1 = X2 ���� ����#�(�� �


M (2)(I) = 2M (2)(I(1)) + 2H(X1)2

�	�

��� I = 2M (2)(I(1)) − 2H(X1)2 = 2��� I(1).

���#��	, ����� ���
#�� �
 ��� kB���)
# 

��
� )�����

� 
� � ���
��#���

�

��� S ���#�� ��� �
##
*�	, �
��
#I �
� ��� �
��	�� �	� �����	�� 
� �	�
���B
��
	 �	 ��� ��	�� 
� ���		
	+

+�	����	/ �" )�� S = (Σ, p) �� � 
�
	��
��� �	����� 
�� k, i ∈ N� )�� Ik ���	��

��� ���	�
���	� 
������ �� ��� ����� 	� �����	� �	� Sk� %���

M (i)(Ik) =
∑

i1,i2,...,ik
i1+i2+···+ik=i

(
k

i1, i2, . . . , ik

) k∏
j=1

M (ij)(I1)

���

��� Ik = M (2)(Ik) −
(
M (1)(Ik)

)2

= k��� I1.

%�� �������� 	� Ik �� ���	����� �� k → ∞  ��� ��� I1 > 0�

� ������
�
�� ������� �� �����
� ����	��

<���## ���� � �

���

S = ({ST | T ∈ T} , Σ)

*��� �#���)�� Σ �� � ����#� 
� (	��� ��
)�)�#��� ������ �
		����� )� � �
	���B

��	�� �
	����
	+ >
�� 
��	, ��� �
���# ��(	���
	�� 
	� ��	 ��(	� ��� �
��	��


� �	�
�����
	 �	� ������� ���������� #�6� �����	�� �	� �6�*	��� �
� ���� 
�

��� ������ ST *��� T ∈ T+ /���	, �## ����� ��#
�� �� 	
� ��#��
# �	 ,�	���#+

E	�
�����#�� ��� �
##
*�	, .
�	������ ��
���� )����� �	��,���C

'+ �����,� ���B���)
# ��������� ��#
��;

$+ �
	����
	�# ��������� ��#
��+

�� �-�#��	 *��� *� ���	 )� ���� 
	#� �	 *
��� �� ��� ����	���#����� ��� 	
�

��#���	� �
� ��� ���� 
� ���� �����+  � ����������� *� ���	 �
��	�� 
� �	�
���B

��
	� �����	�� �	� ����#�� .
�	������ ������� ��
� ��� �
��	��+ E	 ������
#���

�	��
��� ��� (��� �
��	�� �� 
	� 
� ��� ���������� 
	��� �
	��������
	+ ��� P

)� �	� �
�� ���������+
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'+  � �	 ������� ������
�	
 ��
�� 
� P � *� ���	 ��� ��#
� 
�

P (ST )
|T |

�
� T ∈ T+

$+  � � �	�����	��
 ��
�� 
� P � *� ���	 ��� ��#
� 
�

P (ST ′ | ST )

�
� T ′, T ∈ T+

E	 ������
#��� 
	� *

#� �
	����� #
	,B���� ��#
��� ���� ��� ����� ��#
�� *��	

|T | �� ���� #��,� �	� |T ′ | �� ���##+
5
� P = H � ��� �	��
��� �� �� ��#��
# �
 ���
�� ���� S �� �����
	���+ �

�����
	��� �

��� �� �
��#���#� �����(�� )� ��� ��
)�)�#��� ������ S[ t ] *���

t ∈ N+  � ��� ���������� ��
����� 
� H �	� ��� �
	�����	�� �
	����
	 
	� 
)���	�

�-������
	� �
� H(ST ) �
� �	� T ∈ T �	� ��� �
		����
	

H
(S[ t+1 ]

)
= H

(S[ t ]

)
+ H

(St+1 | S[ t ]

) ≤ H
(S[ t ]

)
+ H (St+1)

)��*��	 ��� �
	����
	�# �	� 
	�
	����
	�# �	��
����+ �
�� ���� ���� �
		����
	

�� ��#�� �
� ��� �	�
�����
	 ����
�� H �	 ��� ��	�� 
� ���		
	� )
� 	
� �
�

�	�
�����
	 ����
��� �	 ,�	���# ���� 1��!�� @��A34"+ E� �� ��
���# �	 ��� ��

�


� ���
��� ' �
 ��
* ���� ��� #�����

lim
t→∞

H
(S[ t ]

)
t

�	� lim
t→∞H

(St+1 | S[ t ]

)
�-��� �	� ��� �.
�#+ 5
� ��� �	�
�����
	 ����
�� H = HShannon� ���� #�����	,

)�����

� 
� )
�� ��� �����,� ���B���)
# ��#
� �	� ��� �
	����
	�# ��#
� F
���(��

��(	�	, ��� �	��
�� 
� S ��

H(S) = lim
t→∞ H(St+1 | S[ t ]).

���� ���� �
�� 	
� ,�	���#�J� �
 
���� �	�
�����
	 ����
���+

�� �
	��	
� ���
��	, ���� S �� �����
	���+ 5
� T ∈ T� #�� IT ��	
�� ��� ��	B

�
� �����)#� �������	��	, ��� �	�
�����
	 �
	��	� 
� ���	�� 
� ST *��� �������

�
 �
�� �	�
�����
	 ����
�� I+ ���� T ′ ∈ T� #�� I(T ′|T ) )� ��� ��	�
� �����)#�

�������	��	, ��� �	�
�����
	 �
	��	� 
� ���	�� 
� (ST ′ | ST ) *��� ������� �
 I+

�� �
	����� ��� �
��	�� M (i)(IT )� �
� i ∈ N� �	� ��� �����	�� ��� IT + E	

������
#��� *��	 I = IShannon� ���	 M (1)(IT ) �� ��� �	��
�� 
� ��� ����� ST + E	

���* 
� ���
��� '� �� ����� 	��
��# �
 �
	����� ��� #�����	, )�����

� 
�

M (i)(I [ t ])
t

�	�
��� I [ t ]

t
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�	� 
�

M (i)(I(t+1|[ t ])) �	� ��� I(t+1|[ t ])

�� t → ∞+ �
� �������� �
 ��
�� ��� �-����	�� �	� �.
�#��� 
� ��� �
�����
	��	,
#����� �� �
,,����� )� ���
��� ' ���� )��	 
	�
������
# �
 ���+ E	 ��� �-���#�

)�#
* *� ��
* ���� ��� ��

� ����
� 
� ���
��� ' �� 	
� #�6�#� �
 ���#� ��� *��	

I = IShannon� 	
� ���	 ��� I [ 2 ] 	
� M (2)(I [ 2 ]) ������� ��� ���������� �
	����
	+
�� �
	����� ��� �
##
*�	, �����
	��� 8��6
� �

��� S *��� �#���)�� Σ =

{1, 2}+ �� 	
��� )��
��� �
�� � �

��� ��	 )� �������	��� )� � �����- P �	� �

����
� π �
�� ���� πP = π+ ���

π =
(

1
2

1
2

)
�	� P =

⎛
⎝p1,1 p1,2

p2,1 p2,2

⎞
⎠

�
�� ����
1
2

> p1,1 = p2,2 > 0 �	� p1,2 = 1 − p1,1 = p2,1

�	�

H2(p1,1, 1 − p1,1) = −p1,1 log p1,1 − p1,2 log p1,2 >
(√

2 − 1
)
· log 2.

/��� H2 �� ��� �	��
�� �
	���
	 
	 Δ2+ /�	��� H2(p1,1, 1 − p1,1) �� ��� �	��
��

� ��� (��� �
* 
� P �	�

H2(p1,1, 1 − p1,1) = H2(p2,1, 1 − p2,1).

���� ��
��� 
� P �� �
���)#� �� H2 ���� Δ2 �
	��	


�#� 
	�
 ��� ���# 	
�)���

)��*��	 0 �	� log 2+ ��� c = H2(p1,1, 1 − p1,1)+
��
� πi �� ��� ��
)�)�#��� 
� i )��	, ��� (��� ���)
#; pi,j �� ��� ��
)�)�#��� 
�

j )��	, ��� 	�-� ���)
# ,���	 ���� i *�� ��� �����

� ���)
#+ ��� ��
)�)�#���


� ��� �*
B���)
# ��.
�	�� (i, j) �� pi,j

2 +

�	� �
��
���

M (2)(I1) = (log 2)2.

�� ��� �

��� �� �����
	���� 
	� ���

M (2)(I2) = M (2)(I1)

�	�� ������
���

M (2)(I1) + M (2)(I2) = 2(log 2)2.

�	� �#�
 �
��
���

M (2)(I [ 2 ]) =
1
2
·
∑

i=1,2

∑
j=1,2

pi,j

(
log

1
2pi,j

)2

= (c + log 2)2 + ��� I [ 2 ]

> 2(log 2)2 = M (2)(I1) + M (2)(I2).
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8
��
����

��� I [ 2 ] > 0 = ��� I1 + ��� I2.

���� ��
��� ���� ���������� �
�� 	
� �
#� �	 ,�	���# �
� M (i) �	� ���� 	
� ���	

*��	 S �� � �����
	��� 8��6
� �

���+ E� �	 �	�#
,
� 
� ���
��� ' �
� ��,���

�	�
�����
	 �
��	�� �
#�� ��
� �� �##� ��� ��

� ��		
� ��#� 
	 ��� ����������

��
�����; �� �

#�� �
*����� ��#� 
	 ��� �
	���,�	�� 
� ��� ��.
�	��� 
� ���


	���#��	, ��
)�)�#��� ������ (St+1 | S[ t ]) �	� S[ t ] 
� ��� #���� 
� ��� �����


�����,�� 
� ��� #�����+

 ������
�
�� ������� �� �
�!�" ����	��

�
 ��(	� ��� �
��	�� 
� �	�
�����
	 �
� � ���
��#��� �

��� *��� � (	���

�#���)�� 
	� ����#� 
��� ��� ���	���� ��(	���
	 
� �
��	��� )
� ������#�J�� �


��� ���� *��	 ��� ��	�
� �����)#� �� �	 �	�
�����
	 ����
��+ 5
� �	 ��)������

�����
	��� �

���� � �
	��	��	, ��(	���
	 
� �	�
�����
	 ��	 )� ������� ��
�

���
��� '; �
*����� ���� �� 	
� 	��������#� ��� (��� �
��	� 
� � ��
)�)�#���

������)
��
	 �	�� �
��
���� ��� ����	�.
�� ���#
��� �
 	
� #�	� ������#��� �


�#�
��)#� ��(	���
	� 
� �	�#
,� 
� ��,��� �
��	�� 
� �	�
�����
	+ E	 ���� �����
	

*� �
�
� 
	 �����
	��� 8��6
� �

����+ 5
� �
�� �

����� 
	� ��	 ��
���� �

�
	��	��	, ��(	���
	 
� ��� ��,��� �
��	�� 
� �	�
�����
	+

�� ���
�� ��� ������ �
 )� ����#��� *��� �#���	���� ����� �
	���	�	, (B

	��� 8��6
� ����	�+ � 8��6
� �

��� �*��� (	��� �#���)��" �� F
�� � (	���

8��6
� ����	 *��� ������ ��##�� ���)
#�+ 9����	, ���� �	 ��	�� ��� �����	
#
,�


� 8��6
� ����	� ���#��� �
 8��6
� �

����+ ��� S = ({ST | T ∈ T} , Σ) )� �
8��6
� �

����+ �
�� � �

��� �� �
	��	��	�#� ������)�� )� � �
* ����
� π �	�

� �����- P �� �
##
*�C

'+ π �� �	��-�� )� Σ� �
�� ����

0 ≤ πσ ≤ 1 �	�
∑
σ∈Σ

πσ = 1.

$+ P �� �	��-�� )� Σ × Σ� �
�� ����� �
� ���� �	����

0 ≤ pσ0,σ1 ≤ 1 �	�
∑

σ1∈Σ

pσ0,σ1 = 1.

��� ��#
� 
� πσ �� �	��������� �� ��� ��
)�)�#��� 
� 

��
� 
� S �� ���� : )��	,

σ+ ��� �����- �	��� pσ0,σ1 �� ��� ��
)�)�#��� p(σ1 | σ0) 
� ��� 	�-� 

��
� ���)
#
)��	, σ1 ,���	 ��� �����	� 
	� ��� )��	 σ0+

4 �� ���	 ����
��� '����� ������� �
�� �����	 �
"� (� !����
�� 
�� � ������ �����	
�
"� ���� ��� ���� �� ������
�� �
2������ ����� 
��� ����
�� �� � ���� �����
�����
�����
���
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5
� n ∈ N0� #�� π(n) )� ��� �
* ����
�� �	��-�� )� Σ� �	 *���� π(n)σ �� ���

��
)�)�#��� 
� σ )��	, ��� 

��
� �� ���� n+ ���	 π(0) = π �	� π(n) = πPn+

�� ���
�� ���� S �� �����
	���; ���� ���#��� ���� π = π(n) �
� �## n �	�� ��	���
πP = π+ � ����
� π *��� ���� ��
����� 	��� 	
� �-��� �
� � ,���	 �����- P ; *�

����� ��� ������ �
 ��� #������
�� 
	 8��6
� ����	� �
� �����#�� �	�#���� 
� ����

���
�; �
*����� *��	 �� �-���� 
	�.
�#� �� �������	�� limn→∞ π(n)+
5
� ��� �����	��� 
� ���� �����
	 *� ���
�� ���� S �� � �����
	��� 8��6
�

�

��� ,���	 )� π �	� P + ��� 8��6
� ��
����� ���#��� ����

(St+1 | S[ t ]) = (St+1 | St)

�
� �## t+  � �����
	����� 
	� ���

(St+1 | St) = (S1 | S0).

������
��� �#�,��#� �)
��	, 	
����
	�

lim
t→∞(St+1 | S[ t ]) = (S1 | S0).

���	, ��� ��(	���
	 
� �	��
�� �
� �����
	��� �

���� �� �
,,����� )� ���
��� '�


	� (	��

H(S) =
∑

σ0,σ1∈Σ

p0(σ0) · p(σ1 | σ0) · log
1

p(σ1 | σ0)

*���� �� ��� (��� ��	���# �
��	� 
� ���		
	 �	�
�����
	 �
� ��� �

��� (S1 | S0)+
�� �	 �#���	������ 
	� �

#� ��� �
 )��� ��� ��(	���
	 
� H(S) 
	 ��� 
����

#���� �	 ���
��� '+ �� �

���� ���� *
�6�; �
*����� �	 ���� ����� H(S) ��		
�
)� �	��������� �� �	 �-�������
	 
� � ,���	 ��
)�)�#��� �����+ ��� 
)��

� #����

�
 �
	����� �� limt→∞ S[ t ] 
� � �����	� 
� �� �
��##�� �� � �����
 �����,�+ ���	,

����� *� ,�� H(π) �� ��� �	��
��� 	
� � ���������
�� �
#
��
	+
��� ���
���	� 
)�������
	 ��C �
� � �����
	��� 8��6
� �

��� 
	� ��� � #��B

���	, (	��� ��
)�)�#��� ����� 
	 *���� �
 )��� ��(	���
	�+


�0������ � )�� S �� � �����	���� +���	� �	����  ��� '���� �
������ Σ� )��

I �� �� ���	�
���	� 
������� ,	� i ∈ I� ��� i��� 
	
��� 	� � 	� S �� ��� i���


	
��� 	� � 	� ��� ����� (S1 | S0)�

&���	 ���� ��(	���
	 
� �
��	��� �� �� �#��� �
* �
 ������ �
��
#I �
� �����B

����� #�6� �����	�� 
� �6�*	��� ��
� �����+ ��� ���
#�� 
� �����
	 % ���#�+ � �
��

�����#�� �	�#���� *

#� �����# �����(� ��
������� 
� ��� �	�
�����
	 �
��	�� 
�

�����
	��� 8��6
� �

����+ �� �
���
	� ���� ��
�� �
 � #���� ����+

# ������� ��� ����� $
��� �� %������

����� ���� )��	 ��	� �
	����
�##� ��7���	� ��(	���
	� 
� ��� 	
��
	 
� �	B

�
�����
	+ 5
� � )���� �
���� ��� 1���:34+ ���#� �
�� ��(	���
	� ��� )���� 
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��
)�)�#��� ������� ����� ���� �#�
 )��	 �������� �
 
�� #
,���# ��#���
	������

�-������� �	 �#,�)���� ������ �� � �

	����
	 ��
� �-���#� 1E��$� E	,��4; ���

�#�
 1&
�!!4"+ ����� ��(	���
	� ���
#� �	 � ,�	���# �#��� 
� �	�
�����
	 ����
���

*���� �	�#
��� ���		
	P� H �� � ��,�#� ��,	�(��	� ������# ����+

E	 ���� �#��� 
	� �#�
 (	�� ��� �	�
�����
	 ����
�� HHartley ��
�
��� )�

/���#�� �	 'A$3 1/��$34+ 5
� � (	��� ��
)�)�#��� ����� S = (Σ, p)� #��

cS = | {σ | σ ∈ Σ, p(σ) > 0} |.
���	 HHartley(S) = log cS + �
�� ����� #�6� HShannon� HHartley ��	 )� �	���������

�� �	 �-�������
	� �#)��� �	 � ������# *��� �� � IHartley(σ) *���� IHartley(σ) =
log cS �
� �## σ ∈ Σ+

S����	��� �	�
�����#� *�## �
�������� 
� ��� ���� 
� �-�
�� ��(	�	, ��� �	B

�
�����
	 ����
�� HShannon #��� �
 ��� �
##
*�	, �*
 ����������J�� �#����� 
�

�	�
�����
	 ����
���C

* ��JG#P� ����
�� ��	��
�� 
� ��,��� α"

Hα

��
�(S) =

∑
σ∈Σ p(σ)α − 1((

1
2

)α−1 − 1
)
· (log 2)−1

*���� α ∈ R� α �= 1 �	�� 
�
�##�� α ≥ 0+

* <G	��P� ����
�� ��	��
�� 
� 
���� β"

Hβ
�
���(S) =

log
(∑

σ∈Σ p(σ)β
)

1 − β

*���� β ∈ R+ �	� β �= 1+

5
� �����#� ��� 1��J32� �5�!2� ��!�� <G	��� <G	�'� @��A3� ��	3!4+  
�� �	

H
��
� �	� H�
���� ��� ��	
��	��
� �������� ��� 	
���#�J���
	+ �	� ��
��� ����

lim
α→1

Hα

��
�(S) = lim

β→1
Hβ

�
���(S) = HShannon(S)

�	�

lim
β→0

Hβ
�
���(S) = HHartley(S).

E� �� 
�����
	�##� 	�������� �
 ���# *��� ��� ���� 
� cS < |Σ | ��������#�+
��� ����
�� H
��
� ��	 )� �	��������� �� �	 �-�������
	 �� �
##
*�C ���

Iα

��
�(σ) =

p(σ)α−1 − 1((
1
2

)α−1 − 1
)
· (log 2)−1

.

�� 	��� �
 ���
�� ���� α �= 1+ ���	

� Iα

��
�(σ) =

∑
σ∈Σ

p(σ) · p(σ)α−1 − 1((
1
2

)α−1 − 1
)
· (log 2)−1

= Hα

��
�(S).
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��� ����
�� H�
��� ��		
� )� 
	�����

� �� �	 �-�������
	 �	 �
�� � ����#�

�����
	; �� ��	� �
*����� )� 
)���	�� �	 � �
�� *���� �� ����#�� �
 ���� 
� �	 �����B

����� ���	� ��##�� � .
������������� ���	+ ��� ψ )� � �
	��	


� �	� ������#�

�	������	, �����	, 
� R+ ∪0 �	�
 R+ �	��� �
�� *�## �
������� �
	����
	�� ���

����
��� HShannon �	� Hβ
�
��� ��� ��� 
	#� �
	���
	� H ��������	,

H(S) = ψ−1 (�ψ(IShannon(σ)))

*����� �� )��
���

IShannon(σ) = log
1

p(σ)
.

���� HShannon )��	, � ������# ���� 
� )
�� H
��
� �	� H�
���� ��� ���� ���� ���

#����� ���� ��� �
�� 
� �	 �-�������
	 
� � ��#���� �
�� �
,,���� �
 �-��	� 

�

�	�����,���
	 
� ��� ��,��� �
��	�� 
� �	�
�����
	 �
 ����� �
�� ,�	���# �����+

�� �	������ ���� �
� ��� ���� 
� �	�
�����
	 �	 ��� ��	�� 
� ��JG#+ 5
� i ∈ N�

��� iB�� �
��	� 
� Iα

��
� �� ,���	 )� ��� �
��
#�

� (Iα

��
�(σ))i =

∑
σ∈Σ

p(σ) ·
⎛
⎝ p(σ)α−1 − 1((

1
2

)α−1 − 1
)
· (log 2)−1

⎞
⎠

i

.

&����� 
� ��� (��� �*
 �
��	�� 
� Iα

��
� �)

� ��� 
��,�	 �	� ��� �����	�� �
�

������# ��#
�� 
� α �	� |Σ | = 2 ��� ��
*	 �	 5�,
��� 2� � �	� �+ ��� �
���B
��
	��	, ,����� �
� |Σ | = 3 ��� ��
*	 �	 5�,
��� !� 3 �	� A+

& '
�
� �(���"
�
���

��6�	 
	 ��� 
*	� �	�
�����
	 �	 ��� ����������# ��	��� )��	, �	 �����,�� 	��� 	
�

)� � �
D���	� )���� �
� ������
	�+ ���� �������	� �� �	����	��	� 
� ��� �����(�

����
�� 
� �	�
�����
	 0 )� �� �	 ��� ��	�� 
� ���		
	 
� ��JG# 
� <G	�� 
� �	�


���� ��
�
��� 	
��
	 
� �	�
�����
	+ E	 'A3%� �	 ��� �
	��-� 
� �����
,������ *�

��
�
��� �
 �
	����� ��,��� �
��	�� 
� �	�
�����
	 �	�� �	 ������
#��� �#�
 ���

�����	�� 
� �	�
�����
	 �
� � )����� �

	����
	 
� ��������	�� 
� �����
,������

���
����+ E	 ���� ����� *� ��
���� � (��� ���������� �	�����,���
	 
� ��� �
��	��


� �	�
�����
	 ����
���+

5
� �	�
�����
	 ���
��� )� ���
��� '� �����
	����� 
� �

���� �
	����
��� �

	��
��# )

	���� �
� ��� ���#���)�#��� 
� ����
��+ �� #

6�� �
� ���	�	,�
# �
	B

����� �
�����
	��	, �
 �
��	�� �	 ��
)�)�#��� ���
�� *����	 ���� ���#�� #����	,

��� 	
��
	 
� �	�
�����
	 
��	 �	 ,�	���#� )
� �
�
���	, 
	 �	�
�����
	 �	 ���

��	�� 
� ���		
	� *��	 ��.
����+

��� )���� �
	����� ��	 )� ��(	�� �� 
�
�# �� �
�� �

���� ��� )���� 
	

(	��� ��
)�)�#��� ������+ �� �����	��� ����� ����� �	 ��� �����
	 
	 ���
��#���
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�

����; 
)��

�#�� ���� ��	 ��	 )� ��B������� �
� (	��� �

���� 
� �
�� �
��#�B

����� �����+ ��� �	���,
�	, 

��
�� 
� ���� �	�����,���
	 �� ���� ��� )�����

�


� ��� �
��	�� M (i)n 
� �	�
�����
	 0 �	� �
	��.
�	�#� 
� ������� .
�	������

#�6� �����	�� �	� �6�*	��� 0 �� ��,�#� ����	��	� 
	 ��� ���������� i �	� n; *�

�

#� ��
�� � ������# ����������J���
	 
� ����� ����	��	����+

5
� �����
	��� �

���� �	 ,�	���#� ��� �����	���� *���� #���� �
 ��� ��(B

	���
	 
� ����� �	��
��� ����� 	
� �
 )� ���#���)#� �
 ��,��� �
��	��+ �� ����

�
�	�� *� �
 	
� ���� � �����������##� *�##B�
������� ��(	���
	 
� ��� ��,���

�
��	�� 
� �	�
�����
	 �
� �
�� �

����+

��� �	���������� ���� 
� �����
	��� 8��6
� �

���� �� ������#+ ����� �� �

#���� �
� 
	� 
� ��� �*
 ��.
�	��� 
� ��
)�)�#��� ������ �
	������� �	 ��� ��

�


� ���
��� '� ��

,� 	
� ��� 
���� 
	�+ /�	��� ��� ��(	���
	 
� �
��	�� 
�

�	�
�����
	 ��	 )� )���� 
	 ���� #�����	, ��
)�)�#��� �����+ ����� ��(	���
	�

��� �
	�����	� *��� 

� �	�
���
	+

�� ���� #��� �
�� ,�

	�*
�6 �
� ��� �	�����,���
	 
� �
��	�� 
� �	�
���B

��
	+ �
 �
�� 
� ��� �
�� ���
���	� ��
)#��� #��� 
��	 �	 ���� ����� *� ����

������# �
#
��
	� *���� *� �
�� �
 �
��#��� �	 ��� 	��� �
�
��+
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� �)
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��,�	 �
� ��7���	� ��#
�� 
� α�

*��	 |Σ | = 2+ ��� ��
�)�#��� ������)
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	 �� (p1, 1− p1)+ �
�� ��� ���#� ���	,��

	 ��� �������# �-��+

788 Juergensen H., Matthews D.E.: Entropy and Higher Moments of Information



........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

..........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
.....................

...............
.............
...........
..........
.........
..........
.........
.........
........
.........
........
.........
........
........
.........
........
........
........
........
........
........
..................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................................................
.............

.............
.............

.............
.............

��� ��� ��� ��� ��� ���

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

.......

.............

.............

.............

.............

.............

�

�

�

�

�

................................................................................................................................................................................................................................................
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

p1

α = 0.3

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

.............................................................................................................................................................................................................................................................
...............
..............
............
...........
..........
...........
..........
..........
...........
..........
.........
..........
.........
...........
.........
..........
...................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................................................
.............

.............
.............

.............
.............

��� ��� ��� ��� ��� ���

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

.......

.............

.............

.............

.............

.............

���

��	

���

��	

���

................................................................................................................................................................................................................................................
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

p1

α = 0.6

........

........

........

........

........

........

........

........

.........

........

........

.........
.........
..........
...............................................................................................................................................................................................................

.............
............
..........
............
...........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
...........
.................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................................................
.............

.............
.............

.............
.............

��� ��� ��� ��� ��� ���

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

.......

.............

.............

.............

.............

.............

.............

���

���

���

���

���

���

................................................................................................................................................................................................................................................
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

p1

α = 0.9

........

........

.........

........

.........
.........
..........
............
............................................................................................................................................................................

.............
..............
.............
............
............
..............
.............
............................................................................................

....................................................................................................................................................................................................................................
.............

.............
.............

.............
.............

��� ��� ��� ��� ��� ���

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

.......

.............

.............

.............

.............

.............

.............

���

���

���

���

���

���

................................................................................................................................................................................................................................................
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

p1

α = 1.2

5�,
�� �C ��� �����	�� 
� Iα

��
� �
� ��7���	� ��#
�� 
� α� *��	 |Σ | = 2+ ���

��
)�)�#��� ������)
��
	 �� (p1, 1 − p1)+ �
�� ��� ���#� ���	,�� 
	 ��� �������#
�-��+

789Juergensen H., Matthews D.E.: Entropy and Higher Moments of Information



...................................................................................................................................................................................................................................

........

.....
........
.....

........

.....

� ��	 �

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

.............1.3

α = 0.3 ................................................................................................................................................................................................................................
........
....

........

....
........
....

� ��	 �

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

...................1.2

α = 0.6

..............................................................................................................................................................................................................................

........

...
........
...

........

...

� ��	 �

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

....................1.15

α = 0.9 ..............................................................................................................................................................................................................................
........
...

........

...
........
...

� ��	 �

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

....................1.1

α = 1.2

5�,
�� !C ��� (��� �
��	� ��	��
��" 
� Iα

��
� �)

� ��� 
��,�	 �
� ��7���	�

��#
�� 
� α� *��	 |Σ | = 3+

790 Juergensen H., Matthews D.E.: Entropy and Higher Moments of Information



................................................................................................................................................................................................................................

........

....
........
....

........

....

� ��	 �

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

....................14.4

α = 0.3 .................................................................................................................................................................................................................................
........
.....

........

.....
........
.....

� ��	 �

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

..................2.7

α = 0.6

..............................................................................................................................................................................................................................

........

....
........
....

........

....

� ��	 �

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

..............1.3

α = 0.9 .................................................................................................................................................................................................................................
........
....

........

....
........
....

� ��	 �

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

.............1.2

α = 1.2

5�,
�� 3C ��� ���
	� �
��	� 
� Iα

��
� �)

� ��� 
��,�	 �
� ��7���	� ��#
�� 
� α�

*��	 |Σ | = 3+

791Juergensen H., Matthews D.E.: Entropy and Higher Moments of Information



................................................................................................................................................................................................................................

........

......
........
......

........

......

� ��	 �

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

...............14.05

α = 0.3 .......................................................................................................................................................................................................................................
........
......

........

......
........
......

� ��	 �

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

..................2.6

α = 0.6

.....................................................................................................................................................................................................................................

........

......
........
......

........

......

� ��	 �

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

..................0.98

α = 0.9 .................................................................................................................................................................................................................................
........
......

........

......
........
......

� ��	 �

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

..................0.51

α = 1.2

��
�	� )# ��� �����	�� 
� Iα

��
� �
� ��7���	� ��#
�� 
� α� *��	 |Σ | = 3+

792 Juergensen H., Matthews D.E.: Entropy and Higher Moments of Information



)������	��

3!�"4(5 !�"#�� 6�7 	
��
����
� ��
� ������
�����
������
� ��� ���
 ���
�����
��
8����9���� ��� '��������
�� ��� ��� :��
��� ��� ������� �
��������
�
���� '�������
���� $�
�� *;� <
���=���� >������ <����� (?4(�

3!�"@A5 !�"#�� 6�7 '�����
�� 
�
�����
�� ��	��� ������
���
�� �����	�  ��� �����
���	 ���
�� ��� ���� ������ �����
��	 ������� �������
"��
���& ���
�����
�
��
�
����� � �����
�
��� *)7B@BCB?;� (?@A�

3!DE;5 !�"#�� 6� ��� D��F�"	� G�7 �� �
����
� 
� ���
�����
� ��� ��
��  �����!
�
��"���
��� '�������
�� 
�  �
���� ��� ,��
����
�� ((;� !�����
� H�����
+�� I���� (?E;�

3!%+EA5 !�"#�� 6�� %����� <�� ��� +�� -� ��7 ��	 ���  ������� ��� J�����	 ������
��
��� 0�������1& ��#� �$$�� ��
��� 47(B(C(A4� (?EA�

3-��)*5 -������ -�  �7 ���
�����
� ��� %���
��
�� & �� ���
������� �
��$
���#
�
 ��
�����>������ <���
�� ������ ��
�
��� *))*�

3-K@(5 -�
�"L�� �� ��� KM����� 6�7 ���
�����
� ��

�'(  
���� ��

�
�� �
�
)����
�
 �
�
�'�
�� *'��
��� D
���
�
�
���� ��������
�N J�����
�N (*�
!���#�
�
 K
��F� <�������� (?@(�

3-�
)@5 -�
�"L�� ��7 !�
����
� ���������
"��
��� �
 
�
�����
�� ��������& +���
$'�
()7*4(C*EB� *))@�

3,  ?@5 ,������ <��  ����� H�� ���  ������ ��7  ������
��"���
�� 
� ���
�����
�
�
����
�� �����  �
���
���  
�������� (??@�

3%�9?;5 %�9��
���� D� %�7  
��������
� �
����� � ,��-
�  
��
$� 
� ���
�����
�
D
�������
��� O�
����
�=� <���� (??;�

3%-5 �� %������� -����� 8�7 ,�����	 ������� ���������
"��
�� �
 ����
��
��� �
��
��
���
���& ����))*44;(*� ����
�� (� 4 !�� *))@& ���
����� ��
������������	
���
�����
	�
���	��������������
���

3:�
EE5 :�
�P��  �7 ���
�����
� ��

�' ���� �$$������
��� '�:����J
��� +�� I����
(?EE�

3J��*@5 J�����	� $� >�7 ������
��
�� �
 
�
�����
��& .
�� *'��
� �
��� /�� E7;B;C
;4B� (?*@�

3���4;5 ��������� $�  �7  
���
��� ��
��� 
�� 
�
�����
�� �
����� ������
�
�	&
����
 ���
���'�"�
� ?7*EBC*@*� (?4;�

3�O4*5 ��������� $�  � ��� O����
�� K�7 ��
�����
�� �
����� ������
�
�	&  
��
!
0���� ����
�������� ?7(B(C(;(� (?4*�

36K?E5 69�������� J� ��� K�������
�
�
��  �7 -����& �� $�"������� :� ���  ����
���� !�� ��
����� 1����

� 
� �
���� 2������
�� ������ (� ����� ;((C4)E�
 ��
�����>������ <���
�� (??E�

36'@A5 69�������� J� ��� '�������� D�7  ��� ������� �� ��� 
�
�����
�� �������
�
����	�
� �
 ��	����	�����& �� -����� D�� ��
���� ��#���
� ��  �'$�
�
�'�
��
�

����� 
�  %3��� 45� *���� .������� 6745� ����� B)BCB;4� H�����
H����� +�� I���� (?@A�

36$?45 69�������� J� ��� $���
��� 8�7 ������� 
������
��� �
 ��	��������	7 ������
�
���
�� �
 ���
��� ������	& /� , *� *7BAECBE?� (??4  ���
�� 
����7 -� -�����
.���/� ��� ������� ��� 	�
���
�
 ��
 ��� �������� ������
���� �� ��� ����
��� ������ �������� ���������� ��
  ������������! '�����
�� $����
��
*E 6��� C 4 6��	� (??;�

369�)@5 69�������� J�7 -������
�	� 
�
�����
��� �����	& ���
����� /� �
������
��
 
�$��� *���� (?7E@(CE?B� *))@�

38	�)*5 8	��� J�7 ���
�����
����

��
� 
��
 $���
�
$�����!���������
�����������

+���������� �
������%
���>������ '9������ *))*�

38	�)A5 8	��� J�7 8����
���

��
 �
� ���
�����
�� 9�� :����$���
�
$��
 �
� ��

!
��
 �
� ,�!���
�����#
� ��� 
��
� ��������
� ��

��
 �
� ���
�����
�� ���

��
� ;
�
���
�� #
�  ��� ���
����� #
� <
�"�=��
�� ����
�� H���������
*))A�

793Juergensen H., Matthews D.E.: Entropy and Higher Moments of Information



3'��)E5 '��K�	� D� 6� -�7 ���
�����
� ��

�'� ���
�
��
� ��� 2
������ ���
�������
-����
��� O�
����
�	 H����� -����
���� 4�� ��
�
��� *))E�

3$Q@*5 $#�	
� !�7 ���
���� ��
� ��
 ���
�����
����

��
� >,< D�������� >�����
��� �
��������
���� <���
�� (?@*�

3$#�4(5 $#�	
� !�7 R� �������� �
 ������	 ��� 
�
�����
��& �� +�	���� 6�� ��
����
��
�

����� 
� ��
 �
���� .
��
�
' *'�$
���� 
� ����
������� *���������
��� ��
�������'� /��
 >? @ /��' 5?� 67A?� *���������� 2��
���
�' 
� ��
 ,��!
#
����' 
�  ����
����� .
��
�
'� >����� (� -����
���
��� �� ��� �����	 �

 ���
��
��� ����� ;AEC;4(� O�
����
�	 �
 -��

���
� H����� <������	� -��

���
�
�� (?4(� $���
���� 
� 3���E4�5� ������ (@)� ;4;C;@)� �
�� � ������� �	
�� -�
�"L��

3$#�4;5 $#�	
� !�7 R� ��� 
������
��� �
 
�
�����
�� �����	& %
#� ����� ���
�����
*�������� BB7(C(A� (?4; $���
���� 
� 3���E4�5� ������ *A*� B)ACB(@� �
�� �
������� �	 �� -�
�"L��

3$��?@5 $���
��� 8� ,�7 �
�
�����  �'$�
���$��� *'��
��� H�D ����
�� ��� O�
����
�
�	 �
 ������� R����
�� 8������ -������ (??@�

3 ��@E5  ������ ��7 ��� 
���������� �����
�� �
 
�
�����
�� ��� 
�� �������
"��
�
���& �
0����
�
� ������ BB7(;)C(@*� (?@E�

3 ��A@5  ������� -� ,�7 ! ��������
��� �����	 �
 ������
���
��& .
�� *'��
�
�
��� /�� *E7BE?CA*B� 4*BC4;4� (?A@�

3 ��A?5  ������� -� ,�7 -�����
���
�� �����	 �
 ������	 �	�����& .
�� *'��
�
�
��� /�� *@74;4CE(;� (?A?�

3���E4�5 ���L�� H�� ��
��� *
�
��
� ��$
�� 
� ����B� %B�'�� >� 67CA@67A6 !���#�
�

K
��F� <�������� (?E4�

3���E4�5 ���L�� H�� ��
��� *
�
��
� ��$
�� 
� ����B� %B�'�� 5� 67A>@67D? !���#�
�

K
��F� <�������� (?E4�

3IIEB5 I������ !� '� ��� I������ �� '�7 Vero�tnost� i informaci� Izda-
tel�stvo “Nauka”� '������ (?EB Izdanie tret�e, pererabotannoe i
dopol�nennoe& ,���
�� ��������
��7 ���
�
����� ��
 ������������ K������
<������ (?@B& :����� ��������
��7 !� '� 6������ �� '� 6������"����������
����#��� ��
 ������������ >����� J���
 D������� ����� (?@A�

794 Juergensen H., Matthews D.E.: Entropy and Higher Moments of Information


