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�������� 	4��� ���������	% �� ��������% ����	��	 �� 	4��� �������) ��������% 	

	4�� ������� ����� �����9��	��� ���5 	 ������	 �������	 �����	��� � �&

������� �%�	��� ��� 	4�% ������ � ��������� � ����� ��4���� �� ���������
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	��� � �	 ����������% ������ ���%) ��	����%� 	4�% ������ � ����������	��

� 	4� ��������� �&������� ���� ������� 	4�% ��� ��������	 �%�	��� 54���

�;�4����� ��% � ��% �	 ������ 	4� ��� � ���%) ����� �����	�� 	 	4�

�%�	�� �;�4���� ��� �������� 	 	4��� ������	��� �����������) H;�4����� ���

�������� ��	�� 	4� �%�	�� ����4�� � 6��� � �	���� ���	����	�� � ��������

5�	4 ������	 	 	4� ���� ��I���	�) �� ���� 	 ���� ���	���� �		�����6� �� 	4�

�%�	�� ����������� � ������ ����� ���6�	 �� �������� �% � 4������4���� 	���&��6�

�	���	��� � ���6�	�� 54��� ����������� ��� �� �;���	�� ���5��� ���� ���6�	�

	 ������� ����������	�% 	 ���4 	4��) J��5��� 	4�� �	���	���� ����� ��� ��&

���	�� 	 ��8����	 ���� ���6�	� �� 	4� ������ � 	4� 	��� �������� 	 ��;���	%

������) H;�4����� ��� �������� ������ ���4 ���� ���6�	 ��	�� �	 ����4�� ��

�	���� ���	����	��) G4��� 	4� ���6�	 ��	
��� �� ����	 	4�	 ��	� �� ��������&

	�	��� � 	4� ����� 	4�	 	����� ������ �	) G4�� ����	 �;�4����� �������� � ��4���

� �	� ����� 5�	4 	4�� ���������	�	���( ����	� �� � ����� ����� ���6�	 ��	�� 	4��

4��4�� ���� ���6�	 ����4�� �� �	����) G4� ���4����� �� �����	�� ��	�� 	4�

����� ���6�	� 	4�	 �� 	4� �� �	 	4� 	� � 	4� 4������4%� ����4�� �� �	����)

G4� ��4���� � 	4�� �%�	�� �� ������% ��9��� �� 	���� � � ������ ���������

�	�	��) G4�� �	�	�� ���5� �� 	 ����6 ���	 � �����9��	�� 	4�	 �� �����

�����	�� � 	4� ���6�	 �	���	���' ��������� � 	4� 	��� ���	���	�� 	 ��9��

	4� ��	��� �%�	��� � ��8����	 �	��	�9��	�� � ���6�	� ��	 ������ �� ����	��) G4�

�%�	�� ��9��	�� ���5� 	 ������% ����� ���	 	4� ��4���� � 	4� �%�	��
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��������� �% 	4�� ��	5��� �%�	��� <MA+� $""?E) M�� �������� ���5 	 ������4
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���� �������()
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I����� 	 ������� ������� ����	���� �4�������� ��� ����� 	4� �������� 	 ��9��
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�� �K����	 ��������	�	�� 54��4 �;���	� �%�	�� ����������� � ��8����	 ����

���6�	� �;������� �� ���	����	�� �������� ����	��� � ����� � ������ ���	�������

���6�	() G4� 9��	 ������ ������ �����	� 	 ����4 ���	����	��� � ��������

	4�	 ��� �	���� �� 	4� �����	� � 	4� �%�	�� ���� ��������%� �����
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���	����	���( ������� 	4�	 ��� ����	� 5������ 	 ���	�����	� �� � ���6�	 �����	

	 	4� ���6�	 ����� � ����� ����
�� �� ����4��) G4�� �� ��4����� �% ��6��� 	4�

������ 	 ���9�� ��� ��I�������	� 	4�	 ��� 6�5� 	 �� ��K����	 	 ������

�	���� ���	����	���) �� 5� �����	�� ������ 	4��� ��I�������	� 5��� ����	�&

9�� �� � �����	% � 	4� ���	�$	���
� �� <7BC�� �	 ��)� $""D�E) @����� 	4�� �� ��

�;����� � 45 5� ��� 	�6� �����	��� � � ����� ���� � 	4� �����9��	�� ���

�	� 6�5� �����	��� 	 ���	���	 ��		�� �������) G4� ����� ������ ���5� 	

������ 	4� �%�	�� ���������� �	 	4� ����� � �	 ���9����� 	4��� ��I�������	��

	4�	 ��� �	 	4� ����� � ����� �	�����	% � 	4� ���	�� �� ���	��� �����)

G4� ����	�� ��	5��� 	4� �����9��	��� ��9��� �% ����� � � ������ ��������

��� ���4 ������� ��9��� ��� 5�� ��������� �� 	5���) L� 	4� �� 4���� 	4� ����&

�9��	�� ������� �� 5�	4 �� ���	���	 ���� 	4�	 ���5� 	 ���	���	 	4� ������

�� �� ���������� 5�%) ������� ��&	������ ����� �����	���� 	4�	 ��� ������

	 9�� �� � ������ ���� ���4 �� 	4� �����9��	��� ���5 	4� �������� 	 6�5

	4� ����I������ � ��8����	 ������ �4���� ��� �� ����� �	�����	% � ���	����&

	��� �� ����������() L� 	4� 	4�� 4���� ����	���� ������ ���� ������ 	4� ��&

�	���	�� � 	4� ������ ���� 	 ��������� ��� �����	� � 	4� �����9��	�� �	����)

����� 	4� �����9��	�� ���� ������	�� �� <F,��� �	 ��)� $""$� F,��� �	 ��)� $""A�

7BC�� �	 ��)� $""D�E �������	�% ������� 	4� ��I�������	� ������� 	 �	���� ���&

	����	���� �	 5�� �	 � ���	���� �����9��	�� � �� ����� ��	����	��� �������

54��4 ��� �	 ���9�� 	4��) ������� �	 5�� �	 �� 	4� 9��	 �� ��	4��� ��&

����� ��� ����	� 5��� ������� 	 ��	 �����	�� 	 4��4�� ���6�	� ��� 	4�� ���

�	 ����� 	 	4�� ������) @����� � ��5 �����9��	��� ����	�� 	 	4� �������6

������� ������ 	4� ������ �4���� 5�� ��I�����) �� 	4�� ������ � �����������

�����9��	�� 	4�	 �� ���	���� �� �	4 ��	����	��� ������� �� ������) �� ���	���&

���� ��I�������	� ������� 	 �	�����	% ��� ������� 	4�� ������� ������ 	 	4�

������ 	 ��	4�� ���9�� 	4�� � �	) �� 	��4����� 	����� 	4� ��5 ����	���� �����

� 	4� �����9��	�� ������ ��� �
������������� �	 ��� ���	�) G4�� ������

	4� 	��6 � 9;��� � ���	���� 	 �4�� ���� 	4� ������� ��������� �4���� 	 	4�

������) �� 	4�� 5�%� ������� ������� ��� ���	������� 	4�� ������	�� �� 	4�� �����(

��% �����	������� 	4� �����9��	�� �� ��8����	 �����	���) �� ����	��� 	4�� �����&
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9��	�� �� �%������ 	 ������� ����	���� �����	� 	4�	 ��	����% ��� ������ �� �	4

	����	 �������) �� ���	������� 	4� ���	 	4�	 ����	� � �	 ���	�����	� �� � ���6�	

�� �������� �� ���4 � 5�% 	4�	 	4�% ��% ���	�����	� �� 	4� ��;	 �;���	�� � 	4�

�%�	�� ��� 	4� �	���	��� � ���6�	� �� 6��	� �� �;�����	�% ��������	�� �� 	4� ��5

�����9��	��) @����� �� 	4�� ����� 	4� �����9��	�� �� ��9��� �� 4��4�� ��	��� ��

���4 � 5�% 	4�	 �	 �� ����� 	 	4� ��4���� ��������� �� 	4� �������R �	 ��	����%

���	���������� 	4� ����� �����9��	��)

G4�� �� �� �;����� � 45 �����9��	��� ��� ������� ��� �����������% ��N�&

���� ���4 	4�� ������ 	4� ���������	 ������ � � �%�	�� �� ���4 � 5�% 	4�	�

��	�� ���4 �	���	��� ��5 ������� 	4�	 ����% 5�	4 	4� ��5 �����9��	��� ���

���	���	��) G4�� ������ � ��	��� �������% �������	�% ������� 	4�	 �����9��&

	��� ��� ������� ��� N�;���� ��	�	��� 	4�	 ��% ����� �� ��� �� 	4� ��������

������	������ � 	4� 	����	 �%�	�� �������) G4��� ���	��� � �� ��	��	��

������� �� 	4�� ����� 5� ���	 ����6 ���	 � ������ ����9��	�� ������)

G4� ���	 � 	4� ����� �� �	���	���� �� ���5�) �� ���	�� $ 5� �6�	�4 	4�

����� ���� ��9���� �&���	�� �%�	���) �� ���	�� A 5� ������	 	4� ���� ��&

���	� � 54��4 	4� ������ 5�	4 5�� �������� �� ����� ��� 5� ������� 45 �	 ��

�	����� ��� 	4� �����9��	��) �� ���	�� ! 5� ������	 	4� 5��&������� ������

� 	4� �&���	�� �%�	�� 	4�	 %����� ����� �	�����	% �� ��� ��I�������	� 4��) ��

���	�� D 5� ������	 	4� ��	����	��� ��� �K����	 ������) J�����%� �� ���	�� ?

5� ������	 �� ���������)

� ����� ���	
�	��
�� �� ���
������ �������� ������

�� 	4�� ���	�� 5� ����N% �������� �&���	�� �%�	��� ��� ��	����� 	4��� �����

�����9��	��) �� �&���	�� �%�	�� �� � ���	�&����	 �%�	�� 54��� ����	� �;�4����

�������� � ��4��� � 	4��� ������	��� �����) ����� ����	� ���	 ������ �;&

�4����� �������� 	 	4� ����������� � ������ 5� ���� � ���	���� �	�	�� 	

���	� �����������) M� ��� ������� ���	��
��) G4� ����	 � � �	���	% ����	�� �� �

���&�� � �������� ��� 	4� �	��	 �� � ������	�� ����� ���	��� 	4� ����������

� 	4�� ���6�	) F�	 fA �� 	4� �	���	% ����	�� � �� ����	 A) F�	 x̄ �� � ���6�	

5�	4 2 ������ ��� 1 ���� ��� ȳ �� ��	4�� ���6�	 5�	4 1 ����� ��� 2 ����) ��

fA(x̄) > fA(ȳ) 	4�� A ������� x̄ 	 ȳ) � ������� �	���	% ����	�� �45��� 	4�	

��4���� �� fA(apples, euros) = 2 ·apples+1 · euros) F�	 �� ������ 	4��� �� ��&

	4�� ����	 B 54�� �	���	% ����	�� �� fB(apples, euros) = 2 ·apples+3 ·euros)

G4��� �� 	4� ����	� A ��� B ������ �� �;�4���� 54��� ����	 A ����� # ���

	 B ��� B ����� # ����� 	 A� 	4�� �	4 �	���	% ����	��� ��	��� 4��4�� ������

��	�� 	4� �;�4����� 	4�	 ��� �	4 ����	� ����
��)

�� �&���	�� �%�	�� ������� ���� �;�4������ 	4�	 ��� �;�4����� 54��� �	 ����	

�� ����	 ������� ��� ��� � 	4�� 5�����) M4�� � ��� ���� �;�4�����

��� ���������� 	4� ���6�	 �� 	
�������� 	4�	 ��� �	 ����4�� � ��9����	�� 	4�	

2039Bravetti M., Casalboni A., Nunez M., Rodriguez I.: From Theoretical ...



������ �� G4� 4������4���� �	���	��� � ���6�	�)

����	 �� �������) ���	��� � ����� � ������ ���6�	 54��� ��� ����	� �� 	4�

�%�	�� �;�4���� ��������� ����	� 5��� �� ������ �� ���� ���6�	� ��������

	 ��;���	% ������) J� �;������ ����	� �������� 	 	4� ���� ��	% ��� ��	

	��	4�� ��	�� 	4��� ���6�	� ��� �����	��) G4��� 	4�% ��� ��� ���������������

	 �;�4���� �������� �� � 4��4�� ���� ���6�	 �������� ������� ��	���) ��	��

	4��� ��� �����	��� ��5 ��������	�	���� �;�4���� �������� �� � 4��4�� ���6�	�

��� � �) G4� ������� �	���	��� � 	4� �%�	�� �� �����	�� �� J����� #) G4��

��4��� 4�� ������� �����	����) L� 	4� �� 4���� �	 ���	�� 	4�	 �;�4�����

��� �������� �� ���� �� �������� 54��4 ������� �4������ ��	�) L� 	4� 	4��

4���� 	4� 4������4���� �	���	��� ������� 	4� ����	�	���� �K�����% � 	4�

�%�	�� �% �;���	��� 	4� ����������� � 	4� �	���	��� �������� ���6�	�� ���	���

� � ������ ���6�	� 5�6 �� ��������( ��� ���������� 	4� �%�	�� ����	���� ��� �

���6�	 �� 	��������% �	 � �������� 	4� ���	 � 	4� �	���	��� �� �	��� ����	���()

���	����%� ���	���� 5������ 	 ���	�����	� �� �� �&���	�� �%�	�� ��� ������

������ �% �����	����( ����	�) G4��� ����	� ��� ������� 5�	4 	5 ������	���'

G4� ���&�� 
� ���
��	�� 	4�	 	4� ���	��� �� 5������ 	 �;�4���� ��� � �������

���	��
�) ���4 ����	� 	���� �� 	4� ��	 ���� ���6�	 54�� ���� �������� 	4�

���	�� � 	4� 	4� ����	�� ���	����)

G4�� 	4� �&���	�� �%�	�� 5�6� �������� 	 	4� ���5��� �����	4�'

�#( ����	� �;�4���� ��� ������ 	4��� ���� ���6�	) � ���	���	���� �;�4���� 5���

�� ���� �� ��	 ����	( �� � 	4� ������� ����	� ������� �	� �	���	% ��� ���

� 	4�� ��������� �	� �	���	%) G4�� �� �����	�� ��	�� � ��� �;�4����� ���

�������) �� 	4�� ���� 5� ��% 	4�	 	4� ���� ���6�	 �� 	
������� �� ���������()

�$( L��� � ���6�	 �� �����	��� 	4��� ����	� ��� ������� 	 ����	� � ��5 ����	

54��4 5��� 	���� �� 	4� 4��4�� ����� ���6�	 54�� ���� ������� 	4� ���	�� �

	4� ������	 ���6�	 �	4�� 4������ ������ 5� ��� �� 	4� 	�&����� ���6�	() G4��

����	 ��4���� �� � ��������	�	��� � 	4� ������� ����	�) G4� ��5 ����	 5���
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4��� �� ���6�	 � �������� 	4� ���� � 	4� ���6�	� ����������� 	 ���4

����	) �	� �	���	% ����	�� 5��� ����� 	4� �	���	��� � 	4� ������� ����	�)

G4�� �	���	% ����	�� ������ 	4�	 �������� �	����� �% 	4� ��������	�	���

��� ���4 	4�	 	4�% ��� ��������� ���� �	� ����� �� ���4 � 5�% 	4�	 � ����

5����� 5�	4 ������	 	 	4� ������� ���	����	��) �� 	4�� ����	�� 4���� �	

��	���� 	4� ����	�� � �	���	��� � ���4 ��������	�� ����) G4� ���	���	�� �

	4�� �	���	% ����	�� 5��� �� ������% ��9��� �� 	4� ��	4����� ���	�� $)$)

G4� ����� 
���� ����	 ���	�����	�� �� � 4��4�� ����� ���6�	)

�A( G4� �;�4����� �������� �� 	4� 4��4�� ����� ���6�	 ��� �������� �	��	���

����� ��� (1)� ������ 5� ��� �� 	4� 	�&����� ���6�	) �� 	4�� ���� 	4� ������

�� 9���4�� ��� 	4� ���	����	�� � ��� �	����� �� 	4� 9��� ��)

7	� 	4�	 ������ 	4� 54�� ������� ��	�� 	4� �����	�� � ��% ���6�	� 	4�

����� ���� 6���� 	���6 � ���	����	�� � ��� 	 	4� ������� ���	���� �%

������	��� ���4 ������	�� �� � 	�&�5� 5�% 	4���4 	4� 	��� � ���6�	�

��	�� �	 ������� 	 	4� ������ � 	4� 	��� ��)�) 	 	4� ����	� �����	�% ��������	���

���	����()

�� 5� 5��� ��� �� ���	�� A� 	4� ������ � 	4� �&���	�� �%�	�� 5��� �������

������� ����	���� ������ 	4�	 ��� ��%�� 	4� ��	��� ����� ��������� �� 	4� �������

�������	��) ��� � 	4��� ������ 5��� ��6� �� 	 ��	
������ 	4� ������� ��4���)

J� �;������ ��I������ 	4�	 ��� �������	� ��� �����	�� 	 � ���6�	 ����� �	

������ �����	�� �� ��	����% ������ 	 ������ 9��� �	���� ���	����	���� ��	

	4�� ��I�������	 ���4	 �	 �� �������� �� ����	���) J� ���	����� �� �� ����	 ��

	�������% �	� 	4�� �	 ��% ���6 	4� ���	 � ����	�) �� 54�� � ���6�	 ������ �

��5 4��4�� ���� ����	 ���� �	�� �$((� �� ��� ��	��	��� �	 5��� �� ���� 	 �����

� ��������	�	��� � ��% �
�� ����	�) G4��� �4����� 5��� �8��	 	4� ����	����

�����	��� � 	4� ����� �������� �������	�� �� ���	�� $)$() �� ���� 	 ���5

	4� ��������( 5�	4 ����4 ������ 	 �4�� 54��4 ����	� ��� ��������	�� �%

��5 ����	�� �������� 	 	4��� 5� ���	����� ����	���� ����� � 	4� �����9��	��

5��� �� ��&��	�������	��� �)�)� 	4� �����9��	�� 5��� ���5 ��� �4��� �	 4�� ���	)

7	� 	4�	 	4��� �4����� �45 	4�	 	4� ����	�� ��	5��� 	4� ����� �����9��	��

��)�)� 	4� ���� � 	4� ����%��� � 	4� �%�	��( ��� 	4� 5�� �������� ��9��	�� 5�

���	���	 ��� �	 ��)�)� 	4� ������ ��� ��������	�	��( �� 	5&���)

� � � ����! ��	����"	��� 	� 	#� !���� ����

7�;	 5� ����N% ��	����� 	4� ����� ��������	�	�� � �&���	�� �%�	���) G4� ��&

��� ��9��	�� � �� �&���	�� �%�	�� �� ���� �% ����� � � �����9��	�� ��������

	4�	 5�� �;�����	�% �������� 	 ��9�� 	4�� 6��� � �%�	���) �� �&���	�� �%�	��

�� ������% ����� �% � �%�	��	���� 	��� �� 	4� �%�	�; � 	4�� ��������) �������

	4�� 	��� �;�����	�% ��9��� 	4� �	���	��� � 	4� 	��� � ���6�	�� �)�)� 45 ����	�
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��� ���6�	� ��� �����	�� 	 4��4�� ���� ���6�	�) G4� �����	��� � 	4� ���&

����� �������	�% ��9�� 	4� ��4���� � �� �&���	�� �%�	�� �� � ����� ���4��)

G4� ����	���� �����	��� ��� �� ���� �� 	4� ��;	 ���	��) H��� 	4��4 	4��

�������� ���� � ������ ��������� �	�	�� ������% 54�� ��9���� 	4� ����	����

�����( �	 ��� �	 ���� 	4� ����� ����	�� ��������� �� 	4�� 6��� � ���������

��4���� ���	���	��� �	�() �� ���	� �� ���	���	��� ������ � �������� ����	� ��

	4� �� ������	��� �� �;������ �� 	4� ������ ������� ++� <������� #>3>E)

$�%��	��� � � ���&�� ������ �� ����� �% 	4� ���5��� H�7J'

MS ::= ms(M)
M ::= A | �	���(M, . . . , M)

A ::= (id, S, T, u, x)
S ::= [ ] | [A, . . . , A]
T ::= [ ] | [M, . . . , M ]

54��� �� ��� 	���� � 	4� ��� A� u �� � �	���	% ����	��� x �� � ���6�	 � ��&

������� ��� id ∈ {id1, id2, id3, . . .} �� �� ������$	���
� �%���) M� ������ 	4�	

	4� ����	�9��	�� �%��� � ���4 	��� � 	4� ��� A �� ���I��) ��

J���	� �� ���� 	 ���� �������	% � 	4� �������� 5� ���	�	� ���6�	 �%�&

	��� 5�	4 	4� 	������� �%��� ms) ��	��	����%� 	4� ���6�	 M = (id, S, T, u, x)
�	4�	 ��� M = A( ��������	� � 	
������� ���6�	� 	4�	 ��� � ���6�	 54��� � ���

�;�4����� ��� �� �������� ���� �	� ����	�) F�	 �� �	� 	4�	 �� 	4�� ���� 	4�

���6�	 ��������	� �� ���� 	4�	 5��� �� ���� 	 ��6� 	������	��� 5�	4 	4��

����	� �� � 4��4�� ���6�	) �� 	4� ������� �;�������� id ���	�� 	4� ���I��

����	�9��	�� �%��� � 	4� ����	 ���	�� �% M � u ���	�� 	4� �	���	% ����&

	�� � M � ��� x ��������	� 	4� ���6�	 � �������� 5��� �% M ) M� �������

	4�	 	4��� ��� p ��8����	 �����	����� 	4�	 �� x ∈ �=p
+� ��� 	4�	 	4� ����	

� �
��� �� ������ �� 	4� ���	 ������	 � 	4� 	����) M� 5��� ������ 	4�	

������	
 ���	�� 	4� ��	 � ��� �	���	% ����	���� 	4�	 ��� ����	��� 5�	4 	4�

��� �=p
+ −→ �=+)

=�������� 	4� 9��	 	5 �������	� � M � 	4�	 �� S ��� T � 	4�% ���	� 	4��

���6�	�-����	� 	4�	 ��� ���5 	4� ����	 �� 	4� 4������4���� 	���) S ��������	�

	4�� ����	� 	4�	 ��� ��	����% ��������	�� �% 	4� ����	 �	4�	 ��� �	 ��� �;�4����

	4��� �������� �� ���� 	 ����4 ��		�� ���6�	� �� 	4��(� 54��� T ��������	�

	4�� �5�� ���6�	�-����	� 	4�	 ��� �	) �� 5� �����	�� ������ ���	����

����	� 5��� ��������	 ��% � �����	 � 	4� ����	� 	4�	 ��� ���5 	4�� �� �K�����%

������R 	4� ���	� S ��� T ���5 	 ������% ������	� 	4�� ���% S 5�� ����

2 �� ��� �		����� ���� ��� ��� ����	 ��� ������ -���������		� �����	 ���� ��	� �����
���� )�� �������� � �	����� ����� �� ������� �� ���� �� ����� ��� �� �� 	����
��
����	 s ����� �����	 �� ��	 ������� 4������� ���	 ��� �	����
 ��� ��	������ ��
���������� �����
� �	 ���
 �� �� ��	��
 ������ ���� ����	5 ��	���� �� ��	�������
��� ������ �� �����	� ��� ��
 ��	���� ��� ��	��� �� �����
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�� ��9��	�� � 	4� �������� ����� �� <7BC�� �	 ��)� $""D�E() ��������� � 	4�

������ � S ��� T 5� ������� 	5 ��������	���) H�	4�� �	4 S ��� T ��� ���	%

���	� � ��	4�� � 	4�� �� �	) �� 	4� 9��	 ���� 5� 4��� 	4�	 M ��������	� ��


������ ����	� 	4�	 ��� � �����	 ��������	�	��� � � ���	��� ��	� 	4�	 � ������

����	 �� 	�������% �����	�� ����� 	4��� �� ���% 	 ���� 5�	4() �� 	4� �����

����� 	4�	 ��� �� ��	4�� S = [A1, . . . , An] 5�	4 n ≥ 1 � T = [A′
1, . . . , A

′
m] 5�	4

m ≥ 1� 	4�� 5� 4��� 	4�	 M ��������	� �� ����	 ������	�� 5�	4 	4� ��������

4��4�� ����( ����	� A1, . . . , An �������� 	 � �����	�� ���6�	) F�	 �� �	�

	4�	 �� S = [ ] ��� T �= [ ] 	4�� 	4� ����	 5��� ����)

G4� ����� ������� �%�	��	�� ��� � M � �	���(M1, . . . , Mn)� ��������	�
�� ��	
������� ���6�	 �����	��� � 	4� ���6�	� M1, . . . , Mn) F�	 �� �����6

	4�	 �� 	4�� ���� ��� � 	4� ���&���6�	� ��% �� �����	��)

7�;	 5� ������	 �� �;����� �45��� 45 �� �&���	�� �%�	�� ��% �� ��&

�	���	��) �� 	4�� �;����� 5� 5��� ��� ���������%( ��	����� 	4� ����	����

	�����	��� � 	4� ��������)

'%����� () F�	 �� ������� � �%�	�� ��������� ��; ����	� Ai = (idi, [ ], [ ], ui, xi)�
�� 1 ≤ i ≤ 6) M� ������ 	4�	 	4��� ����	� ��� ������ ��	 	4��� ��8����	

���6�	�) ���	����%� 	4��� ���6�	� ��� �������	��� � 5� ��6� 	4� ���5���

��9��	���'
M1 = �	���(A1, A2)
M2 = �	���(A3, A4)
M3 = �	���(A5, A6)

F�	 �� ������� 	4�	 	4� 9��	 	5 ���6�	� ��� ���6��� ��� 	4� �����	��� ���&

6�	 �� ��� ���6�� 5�	4 	4� ��������� ���6�	 M3) M� �4��� ��� 	4� ���5���

��9��	���'
M4 = �	���(M1, M2)
M5 = �	���(M4, M3)

J�����%� 	4� ����� ���6�	 �� ��9��� �� M = ms(M5)) G4�� 4������4���� �	���	���
�� ����4�����% ������	�� �� J����� $� 	�&���	 ��������	�� ���6�	� ��� �����&

���	�� �% � ������ �I����()

J��5��� 	4� �4����4% �;������� �� 	4� ������� ���	��� 	������	��� 5���

�� ���� 5�	4�� � ���6�	 ��% ���� �����	�� ���&���6�	�) �� ���	����% ��%

M1, M2, ��� M3 ��� ���5�� 	 ������ 	������	��� ��� 5� �����6�� ������

������� ����	� ��� 	�������% �����	��()

M� 5��� ��� 	4� �%��� � 	 ���	� �;�4���� � ��������) F�	 �� ������

	4�	� ��	�� ��� �;�4������ M1 ��	� �����	��) G4�	 ��� 	4��� �;��	� � ��I�����

� �;�4����� M1 � M1
1 � M2

1 · · · � Mn
1 = M ′

1 ���4 	4�	 M ′
1 ��) �� 	4�� �����

	4� ���6�	 ������� 	4� 9��	 	5 ����	� �4��� �� ������� �� �����	��) �� 	4�

����	� �8��	����% ������ ��� 	4� ��4����� 	������	��� ������� A′
1 ��� A′

2�

������	����%) G4��� 	4� 9��	 ���6�	 ������ (id′, [A′
1, A

′
2], [ ], f(u1, u2), x1 +x2)�

54��� id′ �� � ����4 ����	�9��	�� �%��� ��� f �� � ����	�� �������� �	���	%
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������ �� � ���6�	 �%�	�� ��� ��� ����	���� 	�����	���)

����	��� 54��4 5�6� �� ��������� �� 	4� �����	4� ������	�� �� 	4� �������

���	�� ��	�� $(R 	4� ���	���	�� � 	4�� ����	�� �� ������% ��9��� �� 	4� ��;	

���	��) �� ��������� M2 5��� 4��� � ������� ��4����)

L��� �	4 M1 ��� M2 ��	 �����	��� 	������	��� ��	5��� 	4�� 5��� ��

���5��) 7	� 	4�	 	4��� 	������	��� ������� 	4� ���6�	 M4( 5��� �� ��������

�������� 	 	4� ��5 �	���	% ����	���� f(u1, u2) ��� f(u3, u4)� ��� 	 	4� ��5

���6�	� � ��������� x1 + x2 ��� x3 + x4)

G4� ������ 5��� �	���	� ��	�� M5 ��	� �����	��) �	 	4�� ���	� 	4� 54��

������ 9���4��) ��

7	� 	4�	 �� 5� ������ 	4�	 ���6�	� ��� ����� �����	�� ���� �� �	 ���

	4� ������6�	� ��� �����	�� %�	 ��� 	4�	 ��5 4��4�� ���� ����	� ��� ���&

�����	 ��% � �����	 � ����	�� 	4�� 	4�� ��I������ � ��	����	�� ��% �&

��� �� 	4� ������� �;�����) �����	� 	4� ������	�	�� � 	4� ����� ����

�� <F,��� �	 ��)� $""$� F,��� �	 ��)� $""AE ��� �	 ������� 	4��� ���	����� 	4�

����� ���� ��������� �� 	4�� ����� �������� 	4��) �� 5� ���� ������ 	4� ���

� ������ 	4�� 	 	4� �%�	�� �� 	 	�6� ��	 �����	 ��� �K�����% ������ 	4�	

5��� �� ��������� �� 	4� ������ �4���)
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� � &'���	���� �����	�"� �! 	#� �'�"�%"�	��� ����

7�;	 5� ������	 � ����� �������	�� � 	4� ����	���� �����	��� � 	4� �����9��&

	�� �������� ���� 	 ������% �&���	�� �%�	���) � ���� �������	�� ��� �� ����

�� <7BC�� �	 ��)� $""D�E� 	4��4 � ��5 ��	���� 4��� ���� �4����� 	 ������% ���&

�����	 ��� ����	���� ��I�������	� 	4�	 5��� ��������� ������ 	4� ���	���	��

� 	4� �%�	�� ������)

�� ���� 	 �������% ��	4����� ����	���� ����� 5� ��	����� 	4� ���5���

�	�	�� 	 ���� 5�	4 �	���	% ����	���) �	���	% ����	��� ������	�� 5�	4 �������

����	� �	4�	 ��� A = (id, [ ], [ ], u, x)( 5��� ��4��� �� �;������� �����' 1���� �

���6�	 � ��������� � ������ ����� ���	��� 	4� �	���	% � 	4� ���6�	 �� ��	�����)

G4�	 ��� u(z) ������	�� 	4� ����	��� ���������� �45� �% A 	5���� 	4� ���6�	 �

�������� z) 7����	4������ �� A = (id, [A1, . . . , An], T, u, x) 	4�� 5� 5��� �������

	4�	� �� ����	�� 	 �	� ����� �������� 	4� �	���	% ����	�� ��� 6���� 	���6 �

45 � ���6�	 � �������� �� ���	����	�� ���� 	4� �������� 4��4�� ����( ����	�

A1, . . . , An) G4�	 ��� u(z) = (r, z1, . . . , zn)� 54��� r �	��� ��������	� 	4� �	���	%�

54���
∑

zi = z ��� zi ���	�� 	4� ��	�� � 	4� ���6�	 z �������� 	 Ai)

L��������� 	4� �	�	��� �� 5� �����% 5��	� u(z) 5� ��� ��������� 	 	4� 9��	

������	 � 	4� 	����� 54��� u(z).i ���	�� 	4� (i+1)&�� ������	 � 	4� 	����)

F�	�� 5� 5��� ��� 45 	4� �	���	% ����	��� ���5��� 	4�� ��		��� ��� ��	����%

���	���	��)

�� 	4� ��;	 ��9��	�� 5� ������	 	4� ��	�
� 	��� � �� ����	���� �����	���)

�� ���� 	 ������ �����; �;�4������ ����	� �4��� 9��	 ������	� 	4� ���	���

	4�% ��� 5������ 	 �����	)

$�%��	��� � F�	 A = (id, S, T, u, x) �� � �����	�� ���6�	) G4� �%	�����

	4� ����	 A 5��� ������ ��� ����� �% 	4� ���5��� ����	���� �����'

u(x+y)≥u(x) ∧ (x+y)≥0

(id,S,T,u,x)
y−→(id,S,T,u,x+y)

u(x+y)>u(x) ∧ (x+y)≥0

(id,S,T,u,x)
y�−→(id,S,T,u,x+y)

54��� y ∈ �=p� ����� p 	4� ������ � ��8����	 �����	���) ��

F�	 �� �����6 	4�	 y ��% 4��� ����	��� ������	�) ��	����%� 	4��� 	�����

5��� ��	��� 	4� ���	��� 8���� �% 	4� ����	) J� �;������ �� y = (1,−1, 0,−3)
���9��� 	4� ������� 	4�� 	4� ����	 5��� �����	 � ���	�� 54��� �	 �� 8���� ��

���	 � 	4� 9��	 �����	 �� �;�4���� � �� ���	 � 	4� ����� �� ��� 	4���

���	� � ���%) =�������� 	4� ������ 	4� 9��	 ������� �����% ������	�� 	4�	 	4�

����	 5��� �	 �������� �����) 5��� ��������( �	� �	���	%) G4� ����� �������

������	�� 	4�	 	4� ����	 ��� �	 ��� ��	 ��� �������� 	4�	 ��� �� ����	 ����	

8�� � I���	�	% � �� �	�� �� �	 ��� �	 5� �	) G4��� � 	�����	�� �� −→ ���	��
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	4�	 	4� ����	 ��� �	 5����R � 	�����	�� 	−→ ���	�� 	4�	 	4� ����	 ���

������) 7�;	 5� �45 45 8��� ��� �������)

∃ k ∈ I : Mk
yk�−→ M ′

k ∧ ∀ i ∈ I, Mi
yi−→ M ′

i ∧ �����(M, E)

M
E� ���	
�(M ′

1, . . . , M
′
n)

54��� • M = ���	
�(M1, . . . , Mn) ��� Mi = (idi, Si, Ti, ui, xi) ��� ��� 1 ≤ i ≤ n
• E ∈(�6p

+)n×n and I = {s1, . . . , sr} ⊆ {1, . . . , n}

• M ′
i =

{
Mi i /∈ I
(idi, Si, ui, xi + yi) �������	�

• yi =
∑

j Eji−∑
j Eij , for any i ∈ I

J����� A' L����	���� ���� �� 	4� �;�4���� � �������� �� �������	�� ���6�	�)

$�%��	��� ( F�	 M = �	���(M1, . . . , Mn) �� �� �������	�� ���6�	 ���

I = {s1, . . . , sr} ⊆ {1, . . . , n} �� � ��	 � ����;�� ���	��� 	4� �����	�� ���6�	�

�������� 	 M �	4�	 ��� �� ��% i ∈ I 5� 4��� 	4�	 Mi = (idi, Si, Ti, ui, xi)() M�

��% 	4�	 	4� ��	��; E ∈ (�=p
+)n×n �� � ����� �%	���� �����% �
� M � ���	�� �%

�����(M, E)� �� 	4� ���5��� ����	��� 4��'

) J� ��% 1 ≤ i ≤ n 5� 4���
∑

j Eij ≤ xi�

) �� ��% 1 ≤ i ≤ n 5� 4��� Eii = 0� ���

) �� ��% 1 ≤ i, k ≤ n ���4 	4�	 k �∈ I 5� 4��� Eki = 0 ��� Eik = 0)

��

J���	� ��	 �� �	� 	4�	 	4� �	�� � ����� ��	��; �� ��������� ��% �� 	4�

��	�;	 � �������	�� ���6�	�' �� � ���6�	 �� ������% �����	�� 	4�� � ���

�;�4����� ��� �� ��������) ������ ��% �����	�� ���6�	� �������� 	 ��

�������	�� �� ��% ������ �;�4����� ���� 	4��) G4�� ���	���	�� ���5�

	 ���� �����	% 	 	������	��� �������� �% 	�
��� ����	� �������� 	 ����&

���	�� ���&���6�	�) =�������� 	4� ��9��	�� � ����� ��	��;� 	4� ������	� �

��	��;�� E ��� ���6�	� � �������� �	4�	 ��� ������	� �������� 	 �=p
+() G4���

Eij ��������	� 	4� ���6�	 � �������� 	4�	 	4� ���6�	 Mi 5��� ���� 	 Mj) G4�

����	��
∑

j Eij ≤ xi ������	�� 	4�	 	4� 		�� ����	 � �������� ����� �% 	4�

���6�	 Mi ���	 �� ���� 	4�� � �I��� 	 	4� ���6�	 � �������� 5��� �% 	4�	

���6�	) F�	 �� ��� �����	 	4�	 �� �;�4���� ��� �	 ���� 	 ������� ��� �

	4� �����	�� ���6�	�) G4�	 ��� �� 5� 4��� �� �;�4���� 54��� ��% r′ ���6�	�

���	�����	�� 	4�� 	4� �5� ��� ������ ����������� 	 	4� ��������� r − r′
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�����	�� ���6�	� 5��� �� 9���� 5�	4 0) �������� 	4� �5� ��� ������ ����&

������� 	 	4� n − r �������	�� ���6�	� 5��� �� ��� 9���� 5�	4 0) J�����%�
��	 �� �	� 	4�	 	4� ������	% � �� �;�4���� ��	��; ���	 �� �4��6�� 54�� 	4�

�;�4���� ��9��� �% 	4� ��	��; �� 	 �� ��������� �)�)� 5� ������� 	4� ������	

�	�	�) L������%� 	4� ������	% � � ����� ��	��; ������� ���4����� �� ��� �� �

�;�4���� �� ��������)

7�;	 5� ��	����� 	4� ����� ��9���� 	4� �;�4���� � ��������) ��	��	����%�

�� 5� 4��� � ����� �;�4���� ��	��; 54��� �	 ����	 �� � 	4� ������� ����	�

������� ��� � �� 5����� 	4�� 	4� ����������� �;�4���� ��� �� ��������)

$�%��	��� * F�	 M = �	���(M1, . . . , Mn) �� �� �������	�� ���6�	 ���

I = {s1, . . . , sr} ⊆ {1, . . . , n} �� � ��	 � ����;�� ���	��� 	4� �����	�� ���6�	�

�������� 	 M �	4�	 ��� �� ��% i ∈ I 5� 4��� 	4�	 Mi = (idi, Si, Ti, ui, xi)() G4�
����	���� 	�����	��� ���	��� 	4� �;�4���� � �������� 	4�	 M ��% ������

��� ����� �% 	4� ���� �45� �� J����� A) M� ��% 	4�	 M �� � �
	�� 
�������

���	�� �% M ��� �� 	4��� � �	 �;��	 M ′ ��� E ���4 	4�	 M
E�M ′) ��

G4� ����	���� ���� ������	�� �� J����� A �� ������� ����� 	4� ���� ��&

��	��� ��������� �� 	4� ��9��	�� � � ����� �;�4���� ��	��;' �	 �� ������� 	

�������	�� ���6�	� ��� 	4� �;�4���� �� ���� ���� � �����	 � 	4� �����	��

���&���6�	�) G4� �������� ������	� 	4�	 �	 ����	 �� �����	�� ���6�	 �������

��	�� 	4� �;�4���� ��� 	4�	 ��� ��	�����	��) F�	 �� ������ 	4�	� �� �������� �

���6�	 ��% ������	� �	4 Mi
y−→ M ′

i ��� Mi
y	−→ M ′

i ) �� 	4� ������� ���� ���

�������� ��	��	��� 54��� ��� 	4�� �� ���6�	 ������� �5� ��% ��I���� 	4�	

�	 ����	 �� �������() �������� ��	 �� �����6 	4�	 Mi
0−→ M ′

i ��5�%� 4���) ��

� ���6�	 �	 ������� �� 	4� ������	 �;�4���� ��� �	 ������5 	4� �;�4����)

=�������� 	4� ��������� ���&���6�	� �������� 	 M ��� ���9�� ��������

	 	4� ����������� �;�4���� ��	��;� 54��� �������	�� ���&���6�	� � �	

�4����)

J� �����	����� ������� ��� 	4�� ���� ����� ��������� 	4� ������	��

� 	4� ����	�
E� ���	 �� �����) J��5��� 	4� 	%����� �����	���� �	%�� �

������ ��������� 	4�% �45 45 	4� ��4���� � � ���	 ��N������ 	4� ��4����

� 	4� 54��)

Mk
E�M ′

k

�	���(M1, . . . , Mk, . . . , Mn) E��	���(M1, . . . , M ′
k, . . . , Mn)

M
E�M ′

ms(M) E� ms(M ′)

�� � ���6�	 ����4�� �� �	���� 	4�� 5� ���� 	 ����% 	4� �		����	� �

	4� ���6�	 �% ��������� � 	��� ���4 �� �	���(M1, . . . , Mn) �% � 	��� ���4
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�� (id, S, T, u, x)) L��� � ���6�	 �� �����	��� �������� ��� ����������% ����

��� 	4� ����������� ����	� 	 	4� ������ � 	4� 	���) F�	 �� �����6 	4�	�

�������� 	 	4� ��4��� ������	�� ����� ��� ���5��� <7BC�� �	 ��)� $""D�E� �

���6�	 ��	� �����	�� 54�� ��� � �	� ���&���6�	� ��� �����	��) @5����� �� 	4�

���5��� 5� 5��� ������� �	 �� � ��8����	 5�%) �� ���	������� 	4� ���� ��9����

45 � ���6�	 ������ � 4��4�� ���� ���6�	 5��� ��8�� ��� 	4� ���� �����

�� <7BC�� �	 ��)� $""D�E) �� 5� ���� ������ �� ���� 	 ���5 	4� ���	���	�� �

� ��� ����	���� ������� 	4� ��4���� ��������% ��������� �% 	4� ����� ���� ��

����4	�% ���9�� �� 	4�� �����) �� ���	������� 5� ����	 ��� �����	� � 	4� �����

���� 	 	4� �������6 ������� ������ 	4� ���������	 � 	4� �%�	�� ������)

+����	��%� 5� ���5 � ���6�	 	 ����� �����	�� ���� �� ��% � �����	 � ����	�

�� �����	��) ������� 5� ���5 	4� ��5 4��4�� ���� ����	 	 �� ������

��� ��% � �����	 � 	4� ����	� �	 ��	����) �% ���� �� 	4� ����� ���� ���

��� ��������	 � ��	��	�� 54��� ��� ����	� ��� �	 ��������� ������� 	4�% 	�%

	 :�� 	4� ��5 4��4�� ���� ���6�	 ��	�� 	4� 	����	 5�� ����4��) ������� �	

��� ��� ��������	 �� ����������� ������4 54��� ��% 	4�� ����	� 	4�	 � �	

��������	 	4��� �	���	% �� 	4� ������	 ����� ���	�����	� �� 	4� 4��4�� �����) �� 5�

5��� ��� �� 	4� ��;	 ���	��� 	4�� ��	����	��� 5��� �� �	���	�� �% �K�����% ������

������ 	4� ���������	 � 	4� �&���	�� �%�	�� �� 	���� � 5�� ��������)

G4��� ��	����	��� ��4����� 5��� �	 �� ��������� �� 	4� ������� �����

���� ������� 	4�% ��� �	���	�� �% �5 ����� ��	���� 	4�	 ��� ��%�� 	4� ��&

�	���	�� ����� � 	4� �����9��	��) @5����� 	4��� ������ 	����� �	 	 �� �������	

	 ������	��% �������� 	4� ������ ��4���� � 	4� �&���	�� �%�	�� ���������% 	

	4� ������ ������	�� �� 	4� ��;	 ���	��) G4�� �� �� �;����� � 	4� 	5&��� ��&

��	�� �;��	��� ��	5��� 	4� ����� ���� ��� 	4� 5�� �������� ����	�� �������

��� 45 �	4 ��� �� ���� 	 ����	 ���4 	4��)

7	� 	4�	 	4� ���9��	�� � 	4� ����� ����� ���� 5��� �����	� � 	4� ��

4���� �� �������� ��5 ��4����� 	4�	 5��� �	 ��������� �� 	4� ����� ����

���� � 	4� 	4�� 4���� �� ������� ��� ���	���� 	4�	 5��� �	 ���������

�������	 �� 	4� ��������	�	�� � 	4� �%�	�� �% ����� � 5�� ��������) =�&

������� 	4� ������ ��	 �� �	� 	4�	 	4� ���� ������	�� �� <7BC�� �	 ��)� $""D�E

��� �	 ���5 � ���6�	 	 ����� �����	�� ��	�� ��� ������6�	� � �� ���

��� ������6�	� ��� ��5�%� �������� �� 	4� ��5 ����	) �� �� 	4�� ������ 	4� ��5

�����9��	�� ��� �� �������� �� � �����������
� � 	4� ������� ��' ��������

	 	4� ��5 �����9��	��� ��� ��4����� ��� �������� � 	4� ����� �����9��	��

�� � ��$������ � 	4� ��5 �� �54��4� ����	���	��%� �������� ��� �� ������	

�������	���() =�������� 	4� ��		��� 	4�	 �� ������� ����������% ����	�����	���

��� 	4� ����� ��	 �� �	� 	4�	 	4� ���� �� <7BC�� �	 ��)� $""D�E ���5�� 	

�;�����	�% ������� 	4� ��%���	 � ������	��
� ��� ������� ��	� 	 	4� 5���

� 	4� �%�	��) +�������� 	4��� �� 	4� ��6� � ��������	% 5� ���	�� 	4� ���5&

��� ������ �������' J��	���� ���	�� 	 ��������	��� 	4� �&���	�� �%�	�� �� �
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*���������� ���	�$	���
�

����� ���	���	��� �����	�� � ���6�	�(

������� ���	�$	���
�

������ �� <7BC�� �	 ��)� $""D�E(

+�$��� ���	�$	���
�

�� �����	��� ��%���	�(

$�����+��'����	�	���

���9��� ��� 5�� ��������(

J����� !' 1���������	�� ��� ��9�����	 � 	4� �����9��	�� �����

�� <7BC�� �	 ��)� $""D�E)

�����	��� ��������� ��	���	% �� 	4� 5��� � 	4� �%�	�� 5��� �	 �� ��������

�� 	4� ������) @����� 	4� ������� ��	� 5��� �	 ���������) �� 	4�� ������ 	4�

��5 ���� ��9��� 	4� ������� �� �� ��������� �� <7BC�� �	 ��)� $""D�E) �� ���	�

	4� ��5 ���� ������	�� �� 	4�� ����� �� ����	�� 	 ������ 	4� �����	��	 ��&

�	���	�� � �� ��������	�	�� 54��� ��� ����	���� ������ ��� ����	 �� 5� ����)

7	� 	4�	 	4� ��������	�	�� �� ��� � 6��� � ��5�� �����( ��9�����	) G4��� ��

	4�� ����� 	4� ���� �� <7BC�� �	 ��)� $""D�E �� �	4 ����������� ��� ��9��� 	

���5 � ��5 ��5 �����( ��9�����	 �� � ��8����	 �����	��) J����� ! �����	� 	4��

����	��)

F�	 �� ������	 	4� ���� ���5��� � ���6�	 	 ����� �����	�� 54��4 ��&

�������	�� 	4� ��5 ��������	��� �����	�� �����) G4� ���� ���� 	5 ��;�����%

�	���' ������� ��� �������������) J���	�� ������� ���	����	�� � ���6�	 �

�������� ���� 	4� ������� ����	� 	4�	 ��� ���	�� �� 	4� ������ � 	4� 	��� 	4�	

�� �������) L� 	4� 	4�� 4���� ����	�� ������������� ����	�� � �������

�	���	% ����	�� ��� 	4� ��� ������� �� �������	� �� �	 �� ��������� �� 	4�

�����	4� �45� �� ���	�� $� �	�� A) G4��� �����	� 5��� �� ������% ��9���

��	��5���� �� ��9��	�� ?) �� 	4� ��;	 ��9��	��� A1, . . . , Ar ��������	 	4� ��&

���	�� ���6�	� 	4�	 5��� �� ��������	�� �% 	4� ��5 ����	� 54��� B1, . . . , Bl ���
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	4� �����	��-�������	�� ���6�	� 	4�	 5��� �	) G4��� ����;�� �� 	4� ���6�	

��� ����	�9�� �% I ��� I ′� ������	����%) �� �	4 ������ 	4� �������� �	����� �%

�����	�� ���6�	� ��)�) ����	�( ���	 �� ��������� 	 	4� ������� ����	�) @�����

	4� ������� ����	�� �� ������� �� �	4 ����� 	 �����	�� ���6�	�) J�����%�

��	 �� �	� 	4�	 	4� ����� �����9��	�� ���	 ���� ����4 ������ 	 ���5 ���&

�����	 ��	����	��� 5�%� 	 �4�� 54��4 ������6�	� 5��� �� ��������	�� �% 	4�

��5 ����	) �� ���� 	 � �	� 	4� ���5��� ���� ��	����% ���5� ��% ������	���

	4�	 ��� �	 ��	������ ��&��	��������) G4� �����������	% 	 9; � ���	���� 	

��6� 	4�� �����	�� 5��� �� ����� 	 	4� ��������(� �� 5� 5��� ��� �� 	4� ���5���

���	���)

$�%��	��� , F�	 M = �	���(M1, . . . , Mn) �� �� �������	�� ���6�	) F�	

I = {s1, . . . , sr} ⊆ {1, . . . , n} 54��� �� ��% i ∈ I 5� 4���Mi = (idi, Si, Ti, ui, xi))
�������� ��	 I ′ = {t1, . . . , tl} = {1, . . . , n} − I) G4� ���5��� ���� ���9�� 	4�

���6�	 ��� �������	�� 	 �����	��'

M 
�
M � (id, [A1, . . . , Ar], [B1, . . . , Bl], u,

∑
i∈I xi)

54���

) id �� � ����4 ����	�9��	�� �%����

) u = �������������(us1 , . . . , usr , xs1 , . . . , xsn)�

) �� ��� 1 ≤ i ≤ r� Ai = (idsi , S
′
i, Tsi , usi , xsi) 5�	4 S′

i = �������(Ssi , usi , xsi )�

) �� ��� 1 ≤ i ≤ l 5� 4��� 	4�	

• �� Mti = (idti , Sti , Tti , uti , xti) �� ��� idti , Sti , Tti , uti , xti ��)�)� Mti ��

�����	��( 	4�� Bi =(idti , S
′
i, Tti , uti , xti) ��� S′

i =�������(Sti , uti , xti)�

• �� Mti = �	���(M1
ti
, . . . , Mk

ti
) �� ��� M1

ti
, . . . , Mk

ti
��)�)� Mi �� ����&

���	��( 	4�� Bi = Mti )

��

G4� ������� ��9��	�� ��8��� ��� 	4� ��9��	�� � 	4� ���� ���� �����

�� <7BC�� �	 ��)� $""D�E �� 	4�	 �	 ��� �	 ��I���� 	4�	 ��� ������6�	� ��� ��&

���	��) ���	���� � ��	 � �����	�� ���6�	� ��	 ����������% �������� ��� ��&

���	�� ���6�	�( �� ����	�9��� ��� 	4� ��5 ����	 �� ����	�� �� ���4 � 5�% 	4�	

��% ���6�	� �� 	4�� ��	 ��� ��������)

F�	 �� �����6 	4�	 �� 	4� ������� ���� 	4� 	�����	�� � �� �	 ��������)

G4��� 	�����	��� ���% � ��� ������� 	 ��	����� 	�����	��� �� ��������� ������

��������) �� ���� 	 ������	� 	4� 	��������	��� ����� �% � � 	�����	�� 	

	4� ��	�;	 � ��8����	 ���	���	��� 	4�� ���� ����� 4��� 	 �� �����)

Mk �M ′
k

�	���(M1, . . . , Mk, . . . , Mn)��	���(M1, . . . , M ′
k, . . . , Mn)
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M �M ′

ms(M)� ms(M ′)

G4� ��;	 ��9��	�� ������% ������	� ��� �����	� ���� �� ��9��	�� D)

$�%��	��� - F�	 A = (id, S, T, u, x) �� �� ����	) G4� ���
	���
� � 	4� ���6�	 �

�������� x ���� 	4� ����	� �������� 	 S 5�	4 ������	 	 	4� �	���	% ����	��

u� ���	�� �% �������(S, u, x)� �� ����������% ��9��� ��'

�������(S, u, x) =
{

[ ] if S = [ ]
[M ′

1, . . . , M
′
n] if S = [M1, . . . , Mn]

54��� �� ��% 1 ≤ i ≤ n 5� 4��� 	4�	 �� Mi = (idi, Si, Ti, ui, xi) 	4�� 5� 4���

M ′
i = (idi, �������(Si, ui, u(x).i), Ti, ui, u(x).i))
F�	 �� ������� n ����� (ui, xi)) G4� ������� ���	��
� ���	���	�� ��� 	4�

�	���	% ����	��� u1, . . . , un 5�	4 ������	 	 	4� ���6�	� � �������� x1, . . . , xn�

���	�� �% �������������(u1, . . . , un, x1, . . . , xn)� �� ��9��� ��'

max{(∑iui(x′
i), x

′
1, . . . , x

′
n) | ∑ix

′
i = x ∧ ∀ 1 ≤ i ≤ n : ui(x′

i) ≥ ui(xi)}

M� ������� 	4�	 	4� ������� ��;�����	�� �� �������� ��� 	4� 9��	 �������	

���������	��� 	4� �������( ��� 5� ������ max ∅ = (0, 0, . . . , 0)) ��

�� <7BC�� �	 ��)� $""D�E �	 �� �45� 	4�	 �� �������	� ���6�	� ����� ��&

���	� ��% ��	�� ��( ��� ������6�	� ��� �����	�� ��� ��( � ��� ���� �;�4�����

��� ������� �� 	4� ���6�	 	4��� 54�� 	4� 	� ���6�	 �� �����	��� 	4� ���	��&

��	�� � �������� �� �����
 
������) G4�� ����� 	4�	 	4��� ��� �	 �;��	 ��

�;�4���� ���� ������� ����	� ���4 	4�	� �% ��������� �	� 	4� �	���	% � �	

����	 �� ����	 ������� ��� � ����	 5�����) F�	 �� �	� 	4�	 	4�� �����	%

�� 	�������% ��	 �� � ���6�	 54��� ��� ����	� ��� �����	�� 	 � ������ ���6�	�

������� ��% ���� �;�4���� �������� ��% ���� � ����	� �� ���5�� �� 	4�� ���&

6�	) @5����� �	 �� ��� ��	����	��� �� 5� ������� 	4�� ��&	������ �	���	����

� ���6�	�� ������� �� 	4��� �	���	���� �����	 �;�4����� ���� ������� ����	�

��� �	 ���5��) G4�	 ��� �� ���	� � 	4� ���	 	4�	 ������� ������ � �����������

���� ����	� ��� ��I����� 	 �����	 	5 ���	��	 ����	� �� 	4��� �	���	����� 9���

���	����	��� ��� .���	 �	���� �� 5���)

@5����� ��	 �� �	� 	4�	 	4� ���� ����� �� 	4�� ����� 	 	��� �� �������	��

���6�	 ��	 � �����	�� �� ���� ��9��	�� D( ��I����� ���	4�� ��( �� ��() ��

5� �����	�� ������ 	4��� ��I�������	� 5��� ������ �� 	4�� �����9��	�� ���

	 �K�����% ������ ��	��	�� �� 	4� ������ ����� �� 	4� ��;	 ���	��) F�	 �� �	�

	4�	 �� 	4��� �����	��� � �	 4�� 	4�� 	4� �	�����	% � ���	����	��� �� �	

��	 �� �������) M� �����	��	� 	4�� 5�	4 	4� ���5��� �;�����)
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'%����� ,) J� 1 ≤ i ≤ 5� ��	 Ai = (idi, [ ], [ ], ui, xi) 54���

u1(x, y, z) = 2x + y + 3z x1 = (0, 1, 0)
u2(x, y, z) = x + 2y x2 = (1, 0, 0)
u3(x, y, z) = 2x + 3y x3 = (0, 0, 0)
u4(x, y, z) = 3x + z x4 = (0, 0, 1)
u5(x, y, z) = 3x + 2z x5 = (0, 0, 0)

�������� ��	 M1 = �	���(A1, A2, A3)� M2 = �	���(A4, A5)� ��� M3 =
�	���(M1, M2)) J�����%� ��	 M = ms(M3))

F�	 �� ������ 	4�	 ����	� A1 ��� A2 �;�4���� �� ���	 � �� y �% ��

���	 � �� x �5�	4�� ���6�	 M1() G4�� ���5� �	4 ����	� 	 ������ 	4���

�	���	%) �	 	4�� ���	� � ��� �;�4����� ��� ���5�� �� M1� � M1 ��	� �����	��

��� ������ �	���� �� ����	 A′
1) F�	 �� ������ 	4�	� 54�� � ���6�	 ������

�� ����	� ��% 	4�� ����	� � 	4� ���6�	 	4�	 ��� �	 ������ 	4��� �	���	% ���

��������	�� �% 	4� ��5 ����	 �� 	4� ����� �����) �������� 	 	4�� ������4�

��% A3 �� ��������	�� �% 	4� ��5 ����	 A′
1)

�� ��������� M2 ��	� �����	�� �� 5��� �� �;�4���� �� ������� 5�	4�� 	4��

���6�	() ����� ���	4�� A4 �� A5 ������� 	4��� �	���	%� �	4 ��� ��������	��

�% � ��5 ����	 A′
2) �������� 	 	4�� ��9����	�� � ����	�� � �;�4���� 5���

�� ������� �� M3' ����� A′
1 5�� �	4��� ��� A′

2 ����� � ���	��� �	���	% 	 �	�

���I�� �������� ��� ���	 � �� z(� M3 �� 	�������% �����	��)

7�;	� ��� ��� ��������� 	� �5� 	 ������� ����	� �� ���4 � 5�% 	4�	 A3�

A4� ��� A5 ������ 	4� ���� �������� � �;�4���� 5�� ���� �� M3() �� ����	���

A1 ��� A2� ��������% ������ ��� 	4� �	���	��� � ���	���( ���6�	�� �	�% 	4�

���� ����� 	4�% �������� 	4� �;�4���� �����	�� �����) J� 1 ≤ i ≤ n� ��	

x′
i ��������	 	4� ������	 ���6�	 � ����	 Ai) M� 4���'

x′
1 = (1, 0, 0)

x′
2 = (0, 1, 0)

x′
3 = (0, 0, 0)

x′
4 = (0, 0, 1)

x′
5 = (0, 0, 0)

G4�� ���	����	�� � ��� �� �	 �	����' �� A1 ��� A3 �;�4���� �� ���	 � x

�% �� ���	 � z 	4�� �	4 ����	� ������) G4�	 ��� 	4� ���	����	�� �	����� �%

	4� �&���	�� �%�	�� ����� 	4� ������	�� 	4�	 ��% ��� ����	� ��� ��������	��

�� ����� ������ �� �	 .���	 �	����) ��

�� ���	� � 	4� ��� � �	�����	%� 5� ����	� �	���	% ����	��� � ��������	�	���

����	� �� �	 �� ��9��� �� <7BC�� �	 ��)� $""D�E ������� 	4�� ������� �� ����� ����	

� �	�����	%) M� 6�5 	4�	� �� ��� �� ��� ����	� ��� ��	����% �����	�� ���

���	�����	� �� 4��4�� ���� ���6�	�� 	4� �%�	�� 	���� 	 	4� �	�����	%)

G4� ���	 ����� � 	4� ����	���� �����	��� ��� �45� �� J����� D) G4�% ���

���� 	 ����� 	4� 54�� ���6�	 �	���	��� 54�� 	4� 	� ���6�	 �� �����	��) G4�

	��� σ ���	�� 	4�	 � �����	�� ���6�	 ���	 �� ����	� 	4�	 ��� 	����� ���6
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��	 �������	�� ���6�	) G4�� �%��� ���������� 54�� 	4� ���6�	 �� ��	����%

����	� 54��4 ���4	 ��I���� 	 ������	� �	 	 	4� ���6�	� �� 	4� �5�� �����)

�� ���	� 	4� ����� �45� �� J����� D ����������% 	������� 	4� ���6�	 �	���	���

	� �5� ��� 	4� 	� ���6�	 �� 	 9��� ����	� ���	��� �����) =���		��� 	4�

�%�	�� � ���6�	� �������� �	 �� � ������� ��5 ���) ������� 54�� 	4� ����	

������ ����4�� ����� ����	� ��)�)� ����	� ���5��� 	4� ��� (id, [ ], [ ], u, x)�
	4�� ��������	��� ���&�����( ����	� ��% �4���� 	4��� �	���	% ����	��� ��� 	4���

���6�	� � ��������� �������� 	 	4��� ����� ����������� ���� 	4� ����� ���� ��

J����� D() � ��5 �;���	�� � 	4� �%�	�� ��% �� ������ ���� �� �	���	% ����	���

��� ���6�	� � �	 �4����) F�	 �� �	� 	4�	 �� 	4� 9��� ���	����	�� � ��������

� 	4� ������� �;���	�� �� .���	 �	���� 	4��� �� �	���	% ����	��� � �	

�4����� �	 �� ���	���� 	 �;���	� 	4� �%�	�� �� ��� 	��� ������� � ����	����

�;�4����� 5��� �� ��������) @5����� ����� 	4� ���� ���	��� 	4� �����	��

� ���6�	� ������	�� �� ��9��	�� D ��� �	 ������	��� 	4� �	�����	% � 9���

���	����	���� � ��5 �;���	�� ���4	 �	��� ������ 	4� �	���	% � ��� �����) F�	

�� �	� 	4�	� 54�� � ���6�	 �� �����	��� 	4� ������� ����	�� �� �	 ������� 	

�������	�� ���6�	� ���5 	4� ���6�	' ����� 	4��� ���6�	� 5��� �	 �����	��

� 	���� 	4� �;�4����� �������� ������ 	4�� 5��� �	 ���� �8��	��� 	 9���

�����) �� 	4�� ����� � ��- �;���	�� � 	4� 54�� �%�	�� � ���6�	� ��% �� ����

	 	
������ 	4� ����	�� � 	4��� ���6�	�) �� ���� 	 � �� 	4� ����	 �����

�45� �� J����� D � �	 ����	 �������	�� ���6�	� ���� 	4� ���	4 ����() ��

	4�� 5�%� 	4� ����	�� � 	4��� ���6�	� ��� ��	���� ��� 	4� ���	 	4�% ����4��

����� �� �� 	4� ��;	 �;���	��)

� ���
�� �� ���
������ �������� ������ �
� ��� ����
	��

G4� �����9��	�� ��9��� �� 	4� ������� ���	��� 54��4 �� � ���9��	�� � 	4�

�����9��	�� ��������� �� <F,��� �	 ��)� $""$� F,��� �	 ��)� $""AE ��� ����%���

�� <7BC�� �	 ��)� $""D�E� ������	� �&���	�� �%�	��� �� 	���� � 54�	 ��� �� ����

�� �;������ �� 	���� � ���	����	� � �;�4����� �	4�% ���	 ��	���% 	4� ��I����&

���	� ������ �% �	���	% ����	���() �� 	4� ������ �4���� ���	���� 5� 4��� 	

��9�� 	4� ������� �	���	��� ����4�	��	���( � 	4� �%�	��� 	4� ��	�	��� 54��4 ���%

� ��� �� �	� 	4� ���� �� 54��4 	4���� 4��� 	 �� ���� ��� 	4� 	������ ��&

4����� � ���4 ��	�	���) J� �;������ �	 4�� 	 �� 	�6�� ��	 �����	 	4� ���	��

� 	4� ���	����� � ���4 ��	�	��� �� 5��� �� 54��4 ���	����� ��������	� 5�	4 ���4

	4��� 	4� 6��� � ��	����	��� 	4�	 	4� ��	�	��� ��% ������� 	4� 6��� � ��	�

�;�4������ ��� 	4� 5�6N5 � ���4 ��	����	���) G������ ������ ��� ����	��

	 	4� �%�	�� �K�����%� 54��4 �� ����	��	 �� � �� ������) J� �;������ ��	

�� ������ 	4�	 � ���6�	 �� 	������% �	 � �������) �� 	4� 4��4�� ����� ���6�	

�� �	 ���5�� 	 �����	� ��	�� ��� ������6�	� ��	 �����	�� 	4�� 	4� 4��4��

����� 5��� 4��� 	 5��	 �� � ���% ��� 	��� ��	�� �	� ������6�	 �� ��������) �	 ��

���������� 	4�	 	4� �%�	��� ��� � ��% ����� � 	����	 ���4�����(� �������
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ms((id, S, T, u, x)) ↪→ ms(σ((id, S, T, u, x)))

u′ ∈ ������	
 ∧ x′ ∈ �=p
+

σ((id, [ ], [ ], u, x)) ↪→ (id, [ ], [ ], u′, x′)

S = [A1, . . . , An] ∧ T = [B1, . . . , Bm] ∧ n + m > 0
σ((id, S, T, u, x)) ↪→ �	���(σ(A1), . . . , σ(An), σ(B1), . . . , σ(Bm))

σ(�	���(M1, . . . , Mn)) ↪→ �	���(M1, . . . , Mn)

Mk ↪→ M ′
k

�	���(M1, . . . , Mk, . . . , Mn) ↪→�	���(M1, . . . , M ′
k, . . . , Mn)

M ↪→ M ′

ms(M) ↪→ ms(M ′)

������ ,� =���� 	 ����	 � ����� ���6�	)

	4� ������� ���6�	 �% �5) ��	��5����� � ��5 �;���	�� � 	4� 54�� 	��� �

���6�	� 5��� ���� 	4�� ���6�	 � ��5 �4���� 	 ���	�����	�)

M4�� �������� 	4� M�&�.HF �������	�� � 	4� �&���	�� �%�	�� 	4� 9��	

	4��� 	 � �� 	 ����	��% 	4� ��8����	 ��	�	��� �54��4 �� 	4� M�&�.HF �����9&

��	�� 5��� �� ���	�� �% �&������ ��	G%���( 	4�	 ��� ������� �� 	4� �%�	��)

�� ���	������� �	 ��% 	
�	���� �������� �	4�	 5��� �� ��	����% �������� ��� 5��&

��������( ��	 ��� ������	� �������� 54��4 :��	 �������� 	 4���� ��	���) L�

������ ���	���	 ��	�	��� ��� ������� 	 �� ���5�� 5�	4 ��� ����	���� ��	��&

���� ��)�) � �����	 .+( 	 ��	����	 5�	4 �����	� ��	�	��� ����� 5��&��������() ��

	4� ���� � 	4� �&���	�� �%�	�� 5� 4��� 	4��� ���� ��	�	���' +����	�� ����	� ���

���6�	�) H��4 �����	 ������ 	 � ���	��� ���6�	 � ����� 0 �	4� ��	 ���� �����

�� 	4� 4������4% � ���6�	�() ����	� �� �4���� � ��6��� �;�4����� �� �����	�

����� 	 � ���	��� ���6�	 �	 ����� 0� 54��� ����	� �� �4���� � ��6��� �;�4�����

�� ���6�	� � ����� n ≥ 0 ����� 	 � ���	��� ���6�	 � ����� n+1) �	 ��� 5�6�

	4� 	4�� 5�% ������ 	4�	 ��� �� � ���	������ ���6�	 �� ���	�� �	 ����� 0 	4�� �	

��	������� � ��	 � �����	� �5� ������ 	4�	 	4�% ��� �������� ��� 1 �( ���

� ��	 � ����	�)� L� 	4� ��	���%� �� 	4� ���6�	 �� ���	�� �	 � ����� n > 0 	4�� �	

��	������� � ��	 � ����	� ��% ��������� ��� 1 �( 54��� ���4 ����	 ��6��

�;�4����� �� � ����� ���6�	 � ����� n − 1)
3 ���	� �����	 ��� �������� �	 ���� ��� �� 	����	�� ��� ��� 	��� �� 	�������
� ����
��� ����� i ����	 �������	 ��� ����� i�
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�� ���� 	 ��������	 	4� ���4�	��	��� � � ������ ���6�	� 	4� ����	���

������ 	 ������ 	4� ���6�	 4��� 	 �� �8��	����% ������� �% 	4� �%�	��)

M4�	 ��� �� ���� �� � ��	 � ����	��� 	 ������ 	4� ��	� ������� �� 	4�

���6�	 ������ �� ��	�	% 	 �����	 	4� ��4���� ��� ����	�� � 	4� ���6�	)

G4�� ��	�	% �� ������ 	4� ������ 
� ��� �%	���� �����%)

( � ��#����� �! 	#� ./0�123 ������

G4� ��4���� � 	4� 	4��� ���� ��	�	��� �� ��9��� ��� ��4��	��	�� 5�	4 	4�

����&����� �O�F �����( 5�6N5 �������� M�&�.HF �� ���4 � 5�% 	4�	 ��

�����	��	 5�	4 	4� ����� ���� ����� �� 	4� ������� ���	��)

+����	����%� 	4� ������ ��9��� �� M�&�.HF �;�����	�% ��������	� 	4� ��&

������	�� ��	5��� 	4� ��	�	���� 	4�	 �� 	4� ����� ���� ��� �����% ��������

�%�	��	�����% �� ������ ���4 	4��) ��� ��������%� �������� 	 	4� �����

����� � ���6�	 �	���(M1, . . . , Mn) 	4�	 �	��	� ��������� �;�4����� ��������

�%�	��	�����% ��� 	4� ����	� 	4�	 	���� �� �	� �)�) ����� I = {s1, . . . , sr} ⊆ {1, . . . , n}
���4 	4�	 {Ms1 , . . . , Msr} �� 	4� ��	 � ������6�	� ��������	�� �% 	������ ����	��

5� 4��� 	4�	� �� ��� i ∈ I� Mi ���5� 	4� ����	 ��� (idi, Si, Ti, ui, xi)) G4� ��&
��������� ���6�	 ��	�	% �� 	4� M�&�.HF ������ 5��� 9��	 ��������	� 5�	4

��� 	4� ����	 ��	�	��� ����������� 	 Ms1 , . . . , Msr �� ���� 	 ��	 	4��� �	��&

�	% ����	��� us1 , . . . , usr ��� ���6�	� xs1 , . . . , xsr � ��� 	4�� �	 5��� ������ �;&

�4����� �������� 	 	4� ��	����� ��4���� � �	���(M1, . . . , Mn) �� 	4� �����

���� ��	�� �	 ��	���	��) � M4�� 	4�� 4������� �� 	4� ����� ���� 5� 4��� 	4�	

�	���(M1, . . . , Mn) ��� �� 	����� ��	 A ≡ (id, [A1, . . . , Ar], [B1, . . . , Bl], u, x))
�������� 	4�	 5� ��� �	 �� 	4� 	� ����� ���6�	� A ��������	� 	4� ����	

54��4 �� �� �4���� �� 	������ �� 	4�� ���6�	 �� 	4� ����� ������ 54���' A1, . . . , Ar

��� 	4� ����	� ��������	�� �	 	4� ����� ����� �% 	4� ��5 ����	� B1, . . . , Bl ���

��� 	4� 	4�� ������6�	�� ��� u ��� x̄ ��� 	4� �������	�� �	���	% ����	�� ���

	4� ������ ���6�	 � ��������) �� 	4� ���� 5�%� �� 	4� ������ 	4� ���6�	 ��&

	�	% 5��� �����% 	������	 	4� ���� �������	�� ������	�� 	 	4� ����	 ��	�	%

�� 	4� 4��4�� �����( ����������� 	 A) G4� ��4����� � 	4� ����	 ��	�	% ��

	4� M�&�.HF ������ �� ��9��� �� ���4 � 5�% 	4�	 �	 �4��6� 	4� ������	�� ��&

������� ��� �����	� 	 �	� ���� ���6�	 	 ������� 	4�� ��� �	��	 	������ �� 	4�

��������� N5 �����	�() �� ���	������ 	4� �;���	�� � 	4� 	�����	�� 	4�	 	����

�	���(M1, . . . , Mn) ��	 	4� ����	 A �� 	4� ����� ���� ��������	� 	4� 54��

�������� ����� �)�) ��� ���������� �����	�� � 	4� ����	 ����������� 	 A

	 �	� ���� ���6�	 ��� 	4� ������ � ���6�	 �����	� �����	�� ��� ����	� ��%

����� � ����� 	����	� 4���� �� �		���	 � �����	�� ��� ��	 �	��6 �� ���4 �

	����	 �� �;�����()

4 ��� � ��!"# ��	��� ��	����	 ���� ���������� ��	��� ����� 	�����	 	�� �	 ���
���������� �� ��� �������	 �� �� ���� 7��� 	��������� �� ��� ������ �� �������	8�
��������� � ����� �������������� �� 	�� 	�����	 ��	� �� ���� �� 	�� � ��
 ����
�� ������	 ���� ��� ������ ����� ���������
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L� 	4� ��	���%� �� 5� ��� �� 	4� 	� ����� ���6�	� 	4� �;���	�� � 	4�

	�����	�� 	4�	 	���� �	���(M1, . . . , Mn) ��	 	4� ����	 A �� :��	 �� ���	���	

��������	�	�� � 	4� �����	�� � 	4� �&���	�� �%�	�� ��� ������% ��� �	

�������� 	 � ���� ��	���	% � ����	 �������	�� ��� ��������	�� 5�	4 	4�

����� ����� �� 	4� ������)

�� ����	�� 	 	4� ����� ����� 	4� M�&�.HF ������ �������� ��� �� �;&

�����	 �4��� � 	���������� � �����	� � 	4� �;�4���� �������� 	 	4� �����	�

�	4�	 �� 	4� ����� ������ �� :��	 ��������	�� �	�	�����% �% ����%��� 	4� �������

����	�� 	 	4� �%�	��	���� 	��� � ����	� ��� �����	�� � ���6�	�() ���4 �

	���������� �� �	��	�� 54�� 	4� 	�&����� ���6�	 �� �����	�� ��� �	 �� ����&

��	�� 	�&�5� �% ���6�	� ��� ����	� ��	�� 	4� �����	 ��	�	��� ��� ����4�� ���

�	�9��) 7	� 	4�	� �� 	4� ����� �����9��	��� 	4� ������� ����	�� �� ������� 	

����	� 	4�	 ��� �������	�� �� 	4� ����� ����� �	 	4� �����	�� � ���4 ���6�	

��	 :��	 �� 	4� 	�&����� ���6�	 �� �� 	4� ������() G4�� �� :��	 �� ���	���	 ���&

�����	�	�� 	4�	 �� ��� �� ��������� �����	���� ������' ��%5�% 	�&�5�

������	��� � 	4�� 6��� �	 ����� ������ ������� 	4� ������� ������	��� �	

�5�� ������) G4������ 	4� ������ ��4���� �� �����	 �� 	4�� ������	)

( � �� �	����	��� ������ "#��"�

�� ������% ���	����� 5� ��� ��� ���	 �� ��	����	��� ������ �4���) �� ����

	 ������ 	4� �K�����% � 	4� �%�	�� ��� 	 6��� 	4� �	���	��� � 	4� �	���	%

����	��� ��	����� �% �������	�� ��	�� 	4� ��	���	�� � ���6�	�( �� ������

�� �������� 5� ��� ������ 	 ������	� ��5���� ��% ��I���	� � ����	� 54

��� �	 ������ 	4��� �	���	% �� 	4� ������	 ���6�	) L� 	4� ��	���%� ���6�	� �

����	� 	4�	 ������� 	4��� �	���	% ��� �� �������	��% ���	����	�� 	�&�5� 	

	4� �����	�) �% ���5��� 	4�� �	��	��%� 	4� ������ � ����	� �8��	����% ���	��&

���	��� �� ���4 ���6�	 �� �������) G4�� ���5� 	 ������ 	4� 	��� ��I����� 	

��	 ��� � 	4�� �����	��� �� 5��� �� 	4� 	��� ����	 	 ������ �;�4����� ���

�����	��)

7	� 	4�	 ���4 �� ��	����	��� ������ �� �	��� �������	 5�	4 	4� ����� �����9&

��	��' M4�� �	���(M1, . . . , Mn) �� 	����� ��	 	4� ����	 A 	4� ����� ����

���5� �� 	 ������� :��	 � �����	 � 	4� ����	� 	4�	 	����� �� 	4� ���6�	

���� �	 ����������% ���( �� �������	�� ��� ������� 	 	4� ����	 A � 	4� ��&

��� ����� ���6�	) �� ���	������ �� 	4� ����� ��������	�	�� � ���4 �� ����	

A ≡ (id, [A1, . . . , Ar], [B1, . . . , Bl], u, x) 5� 4��� 	4�	' A1, . . . , Ar ��� 	4� ����	�

	4�	 ��� 	 �� ��������	�� �	 	4� ����� ����� �� �����	 � 	4� ����	� 	4�	 	�����(R

B1, . . . , Bl ��� ��� 	4� 	4�� ����	� �	 54��4 	4� ������� ����	�� �� �������(

��� ��� 	4� �������	�� ���6�	� �� M1, . . . , MnR ��� u ��� x̄ ��� 	4� �����&

��	�� �	���	% ����	�� ��� 	4� ������ ���6�	 � ��������) �� 	4� ���� 5�%� ��

	4� ��	����	��� ������ 	4� ���6�	 ��	�	% 5��� 9��	 ������� ���6�	� 	 	4� ����	

��	�	��� ����������� 	 	4� ����	� ��� B1, . . . , Bl( 	4�	 5��� �	 ���	�����	� ��
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	������ �	 	4� ����� ����� �������� 	4�% ������% ������� 	4��� �	���	%(� 	4�� �	

5��� ������	� ��� 	������	 	4� �������	�� ������	�� ���	 ��������� ����	�

��� A1, . . . , Ar( 	 	4� ����	 ��	�	% � 	4� 4��4�� ����� ����������� 	 A ��

��������� �� 	4� ������� ���	��)

�� �;������� �� ���	�� $� 	4� ����� �� 	4� ������� �K�����% �� 	4� ��� �

����� �	�����	% � �;�4����� �� �������) �� ���	������ �� H;����� $ 5� �45��

� ��	��	�� 54��� 	4� �	�����	% �� ��	 �% ���5��� 	4� ��4���� ������ ��

	4�� ���	��) ��� ��������%� 	4� ��� � �	�����	% ��% �� 4��4 �� 	4� 5��	

����) J� ���	����� �� �� ����	 ������� ��% � 	��% �;�4���� �	 � ���	��� ���6�	

��)�)� 0.001 � �� x �% 0.001 � �� y( 	4�	 �����4	�%( ������� �	� �	���	%

	4��� �������� 	 	4� ��	����	��� ������� ���4 ����	 5��� �	 �� ���5�� 	

���	�����	� �� 	4� 4��4�� ����� ���6�	) �� �������� �� 	4� �	���	% � ��� ����	�

�� ��% ����4	�% ������� ������ � ���6�	 	4�� 	4� ���������	 � 	4� �	���	%

�� 	4� ����	�� ����� ��� 	������	�� � 	4� 54�� �%�	�� 5��� �� ����������)

������� �� ����	 	4�	 �	����% ��������	� �	� �	���	% �	 � ����� ���6�	 ��%

��� ��� ��� �	���	% ������� ���	�����	��� �� 4��4�� ���6�	� ���� ���5 �	 	

�������� �	� �	���	% ���� ���)

@5����� 	4��� ��� ������� ����� �������� 54��� 	4� ��� � ��������	% ��%

�� ���% �5) J� �;������ ��	 �� ������ 	4�	 	4� �	���	% ����	�� � � ����

���	�� 	4�	 4� �� ��	����	�� �� �;�4������ � ������ ���	 � ��� ��) ������

	4�	 4� �������� �� 	4�� ��� ��)�) ������� 	4� ��% 5�% �� 4�� ���6�	 	 ����4

�����	�� �� 	 ������ 	4� �;�4���� � 	4� 54�� ���	 4� ���6�() �� 	4�� �����

4� 4�� � ����� 	 ���	�����	� �� 	4� ���6�	 ��%���) �� 	4�� ����� ���6���

4�� ��� ���	�����	��� �� 4��4�� ������ ��� �	 ���� 	 ����� ��% �	�����	%)

( ( 3�"� ������ ��%��	��� !�� ��"# ���4�	

�� 	4�� ���	�� 5� �������� 	4� ���4����� 	 ������ � ������ �����9��	�� �

	4� ���6�	� �� �� �&���	�� �%�	�� �% ����� � ���� ������ ��� 	4� 	��4��I��

����� � ���� 	 �����	 ���6�	� 	 ����	� � 4��4�� ����� ��� ����&�����

�	4�� ��9���� 	4� �	���	��� � 	4� �%�	��' G4�� 5�� ��� ������������% �%

�%�	��	���� �������� � ���6�	� �� 	4� ����� ����()

�� ���� 	 ���6� � �������� 	4�� �������� ���	 6�5 54��� 	4� 9��	 �� ��

���	��) G4�� ���4����� �� ��������	�� 	4���4 	4� ������� � 	4� ����� �

	4� �������� 	 � �4%����� ������� �% ����� � ���� ������) �� 	4� ���� � ��

�&���	�� �%�	���� ���5��� � 4������4���� ���4�	��	���� 	4� �	���	��� � 	4� ����

������� �� �����	�� �� J����� ?) �� 	4�� ����4�� 5� ��� ������ 	4�	 	4��� �;��	�

� ��8����	 ���� ���� ������ �� ����% ���6�	)

G4��� 5� ���	 	4� ���� 	4�	 ���4 ������ ���6�	 � 	4� ���6�	 �%�	�� 4��

�	� 5� �������	�� ��9��� :��	 	4���4 � ������� � � ����) �� ���4 � 	4���

����������� ����% ��	G%�� ���� ������	��-���� 	 � �����9� 5�� �������)

G4��� �� �� ���6�� � ������� ��������� 5�	4 	4� ���� ���� ����� ��	G%��( ��
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������ -� ��4��� 	 ���� �����)
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	5 ��8����	 ���6�	� 	4�� 	4� ������ ������� �� 	4� �� ��	������� �% 	4� ����

������	�� 5�	4 	4� ���6�	 �� 54��4 	4� �����	�� 5�� ��������) �� 	4�� 5�%�

	4� �����9� 4������4���� �	���	��� � �&���	�� �%�	��� ��� �� ������� 	4�	 ���

	4� ���� M�&�.HF ������ ��� �� ���� �� �I��� ��	�	��� ������������ �)�)� �

	4� ����� 54��� 	4�% ��� ���	��() G4� ��% ��8������ �� 	4�	 	4� 	����� ��	G%��

�� ��������� ��% �� 	4� 9��	 ����� ����� ���	����� � 	4�� 	%�� ��� ��������	�

��% 5�	4 ����	� ���	�� �� 	4� 9��	 �����)

�� 5� ��� 5�6��� �� � ���6�	 �	 � ���	��� ������ �	 �� ������� 	 ����� 	 	4�

����	 aPTi � 	4� ������	�� ���6�	 �	 	4� �������	��% 4��4�� ����� �% �����

	4� aPTSUPi ��	G%�� ��	 �� ������� 	4�	 	4� ���� � 	4� ���6�	 �� ��9���

�� ���4 � 5�% 	4�	 aPTSUPi ����� 	 	4� �&	4 ����	 � 	4� ���6�	 �	 	4� 4��4��

�����() ��������%� ����� � ���6�	 �	 � ���	��� ��&��� ������ �	 �� ������� 	 �����

	 	4� 	4� ���6�	 mPT �	 	4� �������	��% �5�� ����� �� 54��4 	4� i&	4 ����	

� 	4� ���6�	 �� �� �4����� �% ����� 	4� mPTINFi ��	G%��)

� ��� ����
	� ���
�� �
���
�� ������ ���
��
��

�� 	4�� ���	�� 5� ������	 � 5��&������� ������ � 	4� �&���	�� �%�	�� ������%

�����9�� �� ���	�� $) G4�� ������ �� �������� �� ���4 � 5�% 	4�	� ��������

	4�	 �� ���4 ���6�	 ��� ����	� �����	 	 	4� ���6�	 ����� 	4� 	����	� �����

�	���	���	% � �;�4����� �� ������	��� �� 	4� �����	� � 	4� �&���	�� �%�	��)

* � ./$3 ��%��	��� �! '��	� ��� '��	��� ��4�

�� J�����  5� ������	 	4� M��F ����4���� �	�	�� 	4�	 5� 5��� ��� �� 	4��

�����) �� 	4� ���5���� 5� �������� 	4� ������� � ��	&	%��� ��)�) 	%��� �

��������( 	4�	 5� ��� ��� 	4��� ����	���) �� ������� ����� � ����	��� ���

I��	� ����&�;��������' G4� ���� � 	4� ����	�� �;������� 	4� ������� � 	4�

��	�� �������� ��� 	4� ���5���	 � 	4� ��	&	%�� 	4�	 8��� �	 ��	 ���

	4� ���5���	 � 	4� ���� � 	4� ����	��() �� 5� ������% �;�������� ��	&	%���

��� ���� �� �� ������ 	 ��������	 �	4 P�����	�Q ��	�	���� �)�) ���� ��������

	4�	 ��� ���� �	 ��� ���	�� �� 	4� ��	����	 ��� P���	���	Q ��	�	���� �)�) 	4�

��4����� 	4�	 � 4���� ���	 4��� 	 ���% 	4�� ��� ��� ��	����	 �����������%

5�	4 	4� ���� ��������) .�	&	%��� ����������� 	 ���	���	 ��	�	��� ��� ���	�� ��

J����� >� 54��� �����	� ��	&	%��� ��� ���	�� �� J����� #") .��	������6&	%��� ���

���	�� �� J����� 3) .��������6&	%��� �� M�&�.HF �;����� 	4� 6��� � ��	����	���

	4�	 ��	&	%��� ��% 4���' � ���� ���	�� � 6��� � ��	����	�� 54��� 	4� ��	&

	%��� ��	����	 �% ���6��� ���4 	4��� � �	������� ��	&	%�� ���	�� � 6��� �

��	����	�� 54��� ���4 � ��	&	%�� �� :��	 ���6�� �% 	4���)

�� 	4� ���5��� 5� ���� � ����� �;�����	�� � �����	� ��� ���	���	 ��	&

	%��� ��� 	4��� ����	���) � ��� ������� ������� ��� ��4���� � ����	���

5��� �� ���� ����� 54�� 5� 5��� �������� 5�6N5� �� 	4� ��;	 ���	��)
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������ 5� M��F ����4���� �	�	��)

) clientPTi� agentPTi ��� marketPT �������� 	 	4� 	4��� ���� ��	�	���

54�� ��4���� �� �����9�� 5�	4 M�&�.HF �� 	4� ���5���)

) agentPTSUPi �� � ��	G%�� ����	���� 	 agentPTi) �	 ��	���� 	4� ���� �&

���	��� � � 	4� ����	 agentPTi ��� �	 4�� 	4� ���� ��4����) G4� ��%

��8������ �� 	4�	 �	 �� ���� �% 	4� ���� ������� � � ����� ���6�	 	 �

��8����	 ���	��' G4� ���	�� � 	4� ����	 agentPTi ��� 	4� �������	��%

4��4�� ����� ���6�	( ������	�� 	 ���4 � ���6�	)

) marketPTINFi ��� ��������%� � ��	G%�� ����	���� 	 marketPT) �	 ��	����

	4� ���� ����	��� � � ���6�	 marketPT ��� �	 4�� 	4� ���� ��4����) G4�

��% ��8������ �� 	4�	 �	 �� ���� �% 	4� ���� ������� � � ����� ���6�	 	 �

��8����	 ���	��' G4� ���	�� � 	4� ���6�	 marketPT ��� 	4� �������	��%

�5�� �����( ������	�� 	 	4� i&	4 ����	 � ���4 � ���6�	)

) actionsClientPTi ��������	� 	4� �������� 	4�	 � ���	��� 	�6��)

) actionsAgentPTi �� � �����	� ��	�	% ��������	��� �� ����	���� �����	 ���&

���� �� ����	�) �� ���	������ �	 ��	���� � �����	� ������� �� ��	������ 	4�

������	% � �	���	% ����	���)

) actionsMarket �� � �����	� ��	�	% ��������	��� ��	��� � ���6�	� �	 ��&

���	�% ��������	���� �� 	4� M�&�.HF 5�6N5 �� ���6�	�) �	 ��	����' �

2060 Bravetti M., Casalboni A., Nunez M., Rodriguez I.: From Theoretical ...



������ 6� F��	 � .��	���&���6 G%���)

������ 7� F��	 � ���	���	 ��	G%���)

������� 	4�	 ��	���� 	4� ����; i � 	4� ����	 �� �4���� � 	4� ������	 ���6�	

�� 	4� 4��4�� ����� �0 �� 	4� ������	 ���6�	 �� 	4� 	�&����� ���6�	( ��� �

������� 	4�	 ������	�� 	4� ��;	 	��� �������� �� �����	�� � ����	�)

) managerErrorsPT �� �� ��	�	% ���� �� �	�9��	�� � �����)

) managerExchangeMatrixPT �� 	4� ��	�	% 	4�	 8��� ��� �������� 	 	4�

�%�	��) �	 �� ���� 	 �	�� 	4� ��	��; � �;�4����� �� � ����� ���6�	 ����

����	�� ������	��( ��� 	 ������ �	 �� �� �K����	 5�%) �	 �������� ���&

�	�� �� 	4� ����	���� ���9��	�� ��� ������� � ���4 � ��	��;) �� ���&

	������� ��������.��&�� ��	���	�� 	4� ��	��; ������	��� �� �	���� ���	��

�� �� �������9�� 5�%R ��%������ ��� ������&��� ����	� 	4� �������	��
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������ �8� F��	 � �����	� ��	G%���)

�	���	% ����	�� ��� 	4� ���� � ���6�	� ��	�� ��	���	��� ������	����%R ���

������&��� ���	����	�� �� ����	�� ���6�	 � �������� �������� ��� 	4�

4��4�� ����� 	 	4� ����	� 	������ �� 	4�� ���6�	R ��� ����#���!��� ���

�������&�� ��	��� �� ����% 5�	4 	4� ���	 � ����;�� � ����	� 	������ �� 	4�

������	 ���6�	 ��� ��	��� 	4� ���6�	 � �������� �������� 	 	4� �����9��

����	� ������	����%)

7	� 	4�	 	4� ������9��	�� � 	4� ��	&	%��� ���� ��	 �����	� ��� ���	���	

��� �� ����� � 	4� ���5��� ������	���) +����	� ��� 	4��� ��	��� ��� �������

	 �� :��	 	4� ��������	�	�� � 4���� ��4�����) ����	� ��� ������� 	 ��

4���� ��	 5� ������ 	4�	 	4�% ������ 	4��� ��	��� �� � ����	��&�����	��

5�% ��)�) �% ����� � � �����	� �������() ���6�	� ��� ������� 	 �� 		���%

����	����)

* � ./0�123 9��4:�9� !�� 	#� ��	�	��� �! 	#� �0���	�� �;�	��

�� 	4�� ���	�� 5� ������	 	4� M�&�.HF 5�6N5� ��9���� 	4� ��4���� � 	4�

	������� ������ ��� ���&��� ��	G%���) �� J����� ## 5� ������	 	4� M�&�.HF

����4���� �	�	�� 	4�	 5� 5��� ��� �� 	4�� �����) J� 	4� ��6� � ��������	% 5�

� �	 ������� 	4� ����&����� ��4������ ��������	�	�� �� 	���� � O�F ���

�� ���4 � 	4� ��	�	���� ��	 5� ���� � ����4���� ��������	�	�� � 	4� 5�6N5�

�54��4 �� ����������	 	 	4� O�F ��� ��� �������� 	4�� 	4� O�F ���() G

�� �������� �� 	4� 5�6N5 ��������	�	�� 5� ������ ���6� �	�	����	� 	4�	 �
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������ ��� �.HF ����4���� �	�	��)

�	 ������� �������� 	4� ���6�� 5��&������� �� �	 5��	��� �� 	4� ��������&

��� ������� �	�	����	( 	 6��� 	�%���� ������% ��� � 	����	&����� �;���	��

4������� ���4������ ��	�� 	4� ���6� �� ����������) �� 	4�� ����4���� ��������	�&

	��� 5� 5��� ��� ������ 	4�	 ����� ����� 	%��� � ���������� ��������� ���

������ ��	 ����������� O�F ��4��� 	%�� �������	��� ��)�) 5� ��6� ��� �

����%� �� ���������()

J�����%� �� 	4� ������	�	�� � 	4� 5�6N5� 5� ��� � ��9�����	 ���	���	

54��4 ���5� �� 	 �;����� �� ��	��� 5�6N5 �� � ������ �; �� � ������ 5�6N5

��������� �	) ���4 � ���	���	 �����% �	���� �� ����������	 � 	4� �; 5�	4 	4�

��	��	 � 	4� ��9�����	 ��� �� ���� �� �����	% � ������	�	��)

* ( �������� '��"��� !�� "���	�

G4� 5�6N5 	4�	 ��������	� 	4� �4����( ��4���� � 	4� �����	 ����	�9�� ��

�&	4 �� 	4� ��������� � �	� ���� �0&�����( ���6�	 �� ��������	�� �� J����� #$)

G4� ��	����	�� � 	4� �����	 5�	4 	4� �&���	�� �%�	�� �	 �;�4���� ��� 5�	4

	4�� �����	� 	4�	 ��% �� ���	�� ��%54��� ���� �� 	4� 5��� ��� 	 �	��� ��

	4�� 5�% � ��	�����	�% ��5 ���6�	 � ��������( �� ���	���	�% ��������	�� �% 	4�

����	�� P��	��G4��%�	��Q) J���	 � ��� 4� ��	��	� �	� ����������� i&	4 ����	

�� 	4� ���� ��������� ��� 4� ��������	�� 4�� 	4�	 4� �� 5�6��� �	 ����� 0
�	4�� �� ������ �� 	��4����� ������ 	 ����	��� 	4� �������	�� � 	4� ����	��

��4���� ����������	 � 	4� ���������() G4�� 4� ������� 	4� ��9��� 5�6N5

������	�� �� 	4� ���	4��� ���� � J����� #A' @� ������ � ���6�	 � �������� ���&
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������ ��� M�6N5 � 	4� i&	4 �����	 ���	&	%�� P�����	.GiQ(

����% ��	������� � 	4� ����� � 	4� P��5���6�	Q ���6�	 � �������� �	�����

��� � ������� ��	����	�� 5�	4 	4� �&���	�� �%�	��( 	 �� ��	���� ��	 	4�

�&���	�� �%�	�� ��� �� ���	���	 ���� 	 	4� ����	�� P����	�=�������Q � 	4�

P��	���+����	Q ��	&	%�� ��� ����� �	 	 	4� ����	 ��� �	� P����������6�	Q ���&

�	��) ��������%� �� ��9��� �% 	4� 5�6N5 �� 	4� ���4	4��� ���� � J����� #A

4� ������ � �	���	% ����	�� ��� 4� ����� �	 	 	4� ����	' G4� ����	�� �	���	%
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J����� #A' =�9�����	� � 	4� �����	 5�6N5' =�9�����	 � ����� / ���� ���&��

����	( ��� ��9�����	 � ����� / ���� ������� 0��	��
� ����4	()

����	�� �� ���:��	 	 ������� �% 	4� ����	 �54 ���	 ���� �� ������� ���&

���	 	 	4� �����	 �% ���6��� �	� P���������������Q ����	��(� 4���� 	4� �����	

���	 �%��� ��	�� ������� �� ���	���) L��� 	4�� 4������� 	4� �����	 :��	 5��	�

�� 	4� �	��� � 	4� �&���	�� �%�	�� �;���	��' � ��5 ���6�	 � ��������

	4�	 	4� ����	 ����� 	 	4� �����	 �% ���6��� �	� P����������6�	Q ����	��) G4�

�������� ���6�	 �� 	4�� ������	�� �����	�� P������	�+�����	���6�	Q � 	4� ��&

�	���	 P��	���+����	Q ��	&	%��( ��� 	4� ������	 �� ���	 	 	4� ����	 �% ���6���

�	� P��������������H;�4�����Q ����	��) �� 	4� ������	 �� �	 ���	��� 	4� ��&

	����	�� 5�	4 	4� ����	 ��	����� �� � �%����� 5�%' ��	4�� ���6�	 � ��������

	 �� ��	���� ��	 	4� �&���	�� �%�	�� �� ����	)

* * �������� '��"��� !�� ����	�

G4� 5�6N5 	4�	 ��������	� 	4� �4����( ��4���� � 	4� ����	 ����	�9�� ��

�&	4 �� 	4� ��������� � �	� ������	�� ���6�	 �� ��������	�� �� J����� #!) G4�

���	��� ����	 �	4�	 4������ ��� ��� �� ���( � 	4� ����	 ������� ����	����

�� ���	���	�% ��������	�� �% 	4� ����	�� P�	��	Q) G4� ����	 ��% �����	�% �� �

��������	�	��� � � �����	 � 	4� �&���	�� �%�	�� � � � �5��&����� ���6�	 ��&
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������ �*� M�6N5 � 	4� i&	4 ����	 ���	&	%�� P����	.GiQ()

������� � 	4� ����� � �	� ��������� ��)�) � �	� ������	�� ���6�	() @� ���	����%

����� 	 �� ������� ���	 	4� ����� �	 54��4 4� ����	��' @� �;���	� 4�� �&

���	�� P�������F����Q 	 �� ���6�� ��% 	4� �����	 � 	4� �5�� ����� ���6�	()

G4�� 4� �;���	� 	 ������� � ���6�	 � �������� ���� �	� ����	��� P����������&

6�	Q ��� P��������	���	%J���	��Q( ��� � �	���	% ����	��' @� 5��� ��� 	4�� 	

���	�����	� �� 	4� �;�4����� 5�	4 	4�� ����	� �� �	� ������	�� ���6�	) �� 	4�

���� 	4� ����� �� P"Q� �)�) 4� �� �����	�% ����	��� � ��4��� � � �����	� 	4� �	��&

�	%J���	�� �� �4��6�� �� �����	���% �% ���6��� 	4� P�4��6Q ����	�� � 	4�

P��	�������	.GiQ ��	&	%�� ��� 	4� ������	 �� ���	 	 	4� �����	) G4� ��9���
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J����� #D' =�9�����	� � 	4� ����	 ��	�	%' =�9�����	 � ������� ���� �
 ���

.��&��)

5�6N5 ������	�� �� J����� #D ��9��� 45 	4� ���� �����	�� ��	� �� �����&

���� 	 	4� ���6�	 �% ���6��� 	4� ����	��� � 	4� ���6�	 P��������������	Q

�54��4 ������� ������	�� ���	 	4� ����	�	% PiQ � 	4� ����	 ��� 	4� ����� �	

54��4 ����	��(� P����������6�	Q ��� P��������	���	%J���	��Q) ������ �����&

��� 	 	4� ��9��� 5�6N5� 	4� ����	 5��	� �� 	4� �	��� � 	4� �;�4����

��	���	% �	 	4� ������	�� ���6�	 �54��4 ��� ������� ��������� �;�4����� �	

����� ����� ���6�	�(' � ��5 ���6�	 � �������� 	4�	 	4� ���6�	 ����� 	 	4�

����	 �% ���6��� �	� P�������7�5���6�	Q ����	��) �� 	4� ���� 	4� ����	 �� �&

���	��� �	 ����� "� ���4 � ���6�	 �� 	4�� ��������� 	 	4� �����	 ��� �� �������

������	 �� �;���	�� �����	�� P��������������H;�4�����Q � 	4� ����	(' �� 	4�

������	 �� ����	��� � ��5 ���6�	 5��� �� �������� ��� 	4� �����	 ��� 	4� ��&

4����� ���� �� �����	��) ��������%� �� 	4� ����	 �� ���	��� ����	��� �	 �����

������� �	 5��� ������� 	4� ���6�	 	 	4� ������	�� �5�� ����� ���6�	 ���	&	%��

P���6�	.GINFiQ()

* , �������� '��"��� !�� ���4�	�

G4� 5�6N5 	4�	 ��������	� 	4� ��4���� � � ���6�	 �� ��������	�� �� J��&

��� #?) G4� ���	��� ����	 �	4�	 4������ ��� ��� �� ���( � 	4� ���6�	 �������

����	���� �� ���	���	�% ��������	�� �% 	4� ����	�� P�	��	Q) G4� �%�	�� 9��	

��	�����4�� � 	����	 �������� �� 	4� �����	�� � ����	� �����	�� P�����&
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������ �-� M�6N5 � 	4� ���6�	 ���	&	%�� P���6�	.GQ(

�	���������Q � 	4� ��	&	%�� P��	������6�	Q( ��� �	��� �	 �� 	4� P��GLQ

��������) G4�� �	 5��	� �� 	4� �����	�� � �	 ����	 �� ����	' �	� ��	� �� ����

	 ��	�����4 	4� ����� �	 54��4 	4� ���6�	 ����	�� ��� ����% ����	 �����	&

��� ��	��5���� �� �;���	�� 	 �����	��	�% ��������	� 	4� ���� ����� ��� 	4��

��� �	 4����� 	4� �%�	�� �	�� �% ���6��� 	4� P5���F����Q ����	�� � 	4�

P�������H����Q ��	&	%�� ������	��� � 5��� ��9����	�� � 	4� ���� �������

� 	4� �&���	�� �%�	��() H���% 	��� � ��5 ����	 �����	� 	4� ��9��� 5�6N5

������	�� �� 	4� ���4	4��� ���	 � J����� #3 �� �;���	��) � ���6�	 � ��������

��� � �	���	% ����	�� �� �������� ��� 	4� ����	 ���� 	4� ����	��� P�������&
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J����� # ' =�9�����	� � 	4� ���6�	 ��	�	%' =�9�����	 � �
�����	��
� 
� ����

�
� #��� 
� ����� !���� ����	( ��� ��9�����	 � �������� 
� ���� �
 #��� 
�

����� !���� ����4	()

���6�	Q ��� P��������	���	%J���	��Q � 	4� ���6�	(' �	4 ������	�� ��� 	4��

��5����� �	��	4�� 5�	4 	4� ����	�	% PiQ � 	4� ����	( 	 	4� P�������H�4����&

��	��;Q ��	�	% �% ���6��� �	� S����������6�	Q ��� P��������	���	%J���	��Q �&

���	���) +����	��� ��� ����	� ��� �����	�� ��	�� 	4� 	��� �������� P��GLQ

�� ����4��) M4�� ���4 � 	��� �������� �� ����4�� 	4� ���6�	 �������% ��	�� 	4�

����	 � 	��� ������ �� 9���4��� 	4� ���������	 � � ��������% �����	��

����	( �;���	�� 	4� 5�6N5 �� 	4� ���4	4��� ���� � J����� #?) J���	 � ���

	4� ���6�	 �� P��	���	��Q ���� ��� �;�4����� ��	5��� ����	� ��	�� � ���	4��

�;�4���� �� �������( �% ���6��� 	4� ����	�� P��	���	����6�	Q � 	4� P���&

����H�4������	��;Q ��	�	%) G4�� 	4� ����	�� P9������	���Q � 	4� ��	&	%��

P��	������6�	Q �� ���6�� 	 ��	������ 	4� ����; i � 	4� ����	 	4�	 ��������	�

	4� ������	 ���6�	 �	 	4� ����� �����) G4�� ����	�� �� ������� 	 :��	 ��&

	��� 	4� ������� ����� P0Q �� 	4� ��������� � 	4� 	� ����� ���6�	) �� 	4� ����

	4� ���6�	 �� �	 �	 	4� 	� ����� �	 ��4���� �� ���5�) G4� ���	4��� ���	 �

	4� ��9��� 5�6N5 ������	�� �� J����� # �� ��������' M� ���6� ����	���

� 	4� P�������H�4������	��;Q 	 ����	� ��� ������� 	4� �������	�� �	���	%

����	�� �54��4 ��;������ ���������� �	���	% ����	���( ��� 	 ����	� ��� ��&

����� 	4� �������	�� ���6�	 � �������� �	4� P���Q � ��� ���������� ���6�	�()

L��� 	4� ��	� �� 	4� ����	 P����	.GSUPiQ � 	4� ����� ����� �� ���	���	��

�� 	4�� 5�%� 	4� ��9��� 5�6N5 ������	�� �� 	4� ���4	4��� ���	 � J����� #3

������� 	4� ��	��� �������%' G4� ����	 �� ������� 4� 5��� 5�6 �	 �� �����
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J����� #3' =�9�����	� � 	4� ���6�	 ������' =�9�����	 � ����������
� 
�

���&��� �
 #���� ����	( ��� ��9�����	 � +�	����� ���� ��
� #��� ����4	()

��� 	4�� 	4� ����� � 	4� ���6�	 ��� �� �������� 	4� �������	�� ���6�	 ���

�	���	% ����	��) G4� ���6�	 	4�� 5��	� �� 	4� �	��� � 	4� �&���	�� �%�&

	�� �	 	4� ����� ������' � ��5 ���6�	 � �������� 	4�	 	4� ����	 ����� 	 	4�

���6�	 �% ���6��� �	� P����������6�	Q ����	��) G4� �������� ���6�	 �� 	4��

�����	����	�� ���� ����	� �����	���� �	 	4� ���6�	 �����	�� P���������6�	Q

� 	4� P�������H�4������	��;Q ��	&	%��() G4� 5�6N5 	4�� ��	����� �� 	4�

���� 5�% � ��		�� �� 	4� ���6�	 �� �	 	4� 	� ����� � �	) G4� ���������� ���&

6�	� ��� ��������� 	 	4� ����	� �% �;���	��� 	4� ��9��� 5�6N5 ������	�� ��

	4� ���	4��� ���	 � J����� #3) J���	 � ��� 	4�� ��9��� 5�N5 �������� ��� 	4�

P�������H�4������	��;Q �� ����% ��	������ ��� ����;�� � �����	���� ����	�)
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G4�� �� ����% ����; �����	��%��� �� ����	 �� 	4� ��������� � 	4� ���6�	(

������� �� ���4 �� ����%� 	4� ���������� ���6�	 �� 	4� ����	 �� �������� ���

	4� P�������H�4������	��;Q ��� �� ��������� 	 	4� ����	)

������ �7� ��	����	��� 5�6N5 � 	4� ���6�	 ���	&	%�� P���6�	.GQ(

 !�������
�� ��� ����
	� ���
��

�� 	4�� ���	�� 5� ������	 �� ��	����	��� ������ 	4�	 �	��� ������� 5�	4 	4� �����

�����9��	�� 5� 4��� ���� �� ���	) $) G4� ���� �� 	 ������ 	4� �K�����% � 	4�
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J����� $"' =�9�����	� � 	4� ��	����	��� ���6�	 ��	�	%' =�9�����	 � ���������

��
� 
� ���&��� �
 #���� -��� #������� �������)

�%�	�� ��� 	 6��� 	4� �	���	��� � 	4� �������	�� �	���	% ����	��� ��	�����

�% �������	�� ��	�� 	4� ��	���	�� � ���6�	�( �� ������ �� ������� �	 	4�

����� � ����� ����� �	�����	% � 	4� �;�4����� �� �������) G4�� �� ��� �%

����%��� 	4� ��4����� � ���6�	� �� ���4 � 5�% 	4�	 	4�% ������	� ��5����

��% ��I���	� � ����	� 54 ��� �	 ������ 	4��� �	���	% ��	�� 	4� �;�4�����)

L� 	4� ��	���%� ���6�	� � ����	� 	4�	 ������� 	4��� �	���	% ��� �������	��%

���	����	�� 	�&�5� 	 	4� �����	�) @��� 	4� ���� �� 	4�	� �� � �����	 �� �	 ��	��9��

�% 	4� �;�4����� ��������� 4� ��� ��&��	�� 	4� �%�	�� � 	 	�% 	 ��	 � ���	4��

���������	� �� �������)

G4� ��5 ������ �� �	����� ��� 	4� �� ������	�� �� 	4� ������� ���	��

�%' (i) ������ 	4� ����	�� P��������	����	F��	Q 	 	4� P�������H;�4����&

��	��;.GQ ��	&	%��� 	4�	 ��	���� �� ����% 5�	4 	4� ����;�� � ����	� 	4�	

������	�� 	4��� �	���	% ����	��� ������ �;�4�����R (ii) �������� 	4�	 	4� ��
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����	��� P��������	F��	Q� P��;������Q� P�����	���	%J���	��Q� P������6�	�Q

��� P�������6�	Q � 	4� ���� ��	&	%�� �5 :��	 ���� 5�	4 ����	� 	4�	 ��� �	

������	 	4��� �	���	% ����	��� ������ �;�4�����R ��� (iii) �% ����%��� 	4� ��&

4���� � ���6�	� �� �45� �� J����� #>) M�	4 ������	 	 	4� ������� 5�6N5

�� J����� #?� �5 	4� ���6�	 �������	��% ���	����	�� 	4� ���6�	� 	 	4� ����	�

	4�	 ������	�� 	4��� �	���	% ����	��� ������ �;�4����� ������ ����	��� ��� ��&

�������� ��	� 	 	4� ����� �����( �% ����� � 	4� ��9��� 5�6N5 P���	����	��

� ���6�	� 	 ����	� 5�	4 ������	�� �	���	%Q ������	�� �� J����� $") �	� ��4��&

�� �� ������� �� 	4�	 � 	4� P���	����	�� � ���6�	� 	 ����	�Q ��9��� 5�6N5

���������% ������	�� �� 	4� ���	4��� ���	 � J����� #3(' G4� ��% ��8������ ��

	4�	 	4� ����% ��	������ ����	 ����;�� �� �������� ��� 	4� P�������H�4����&

��	��;Q �% ����� � 	4� ��5 P��������	����	F��	Q ����	�� ���	��� � 	4�

P��������	F��	Q ����	��)

" #��	���
���

�� �&���	�� �%�	�� �� �� �&������� ���������	 54��� ����	� �;�4���� ��&

������ � ��4��� � 	4��� ������	��� ������ �;�4����� � �	 ����������% ������

���%� ��� ����	� ��� ���6�	� ��� �	���	���� �� � 4������4���� ���4�� �� ���4

� 5�% 	4�	 ���6�	� ��% ����� 4��4�� ���� ���������	�	���( ����	�) G4�� 6���

� �%�	��� 5��� ������% �����9�� �� <F,��� �	 ��)� $""$� F,��� �	 ��)� $""AE) ��&

��	���	��%� 	4��� �� � ��� ��	5��� 	4� ����� �����9��	�� ��� � ���	���� ������

�� 	4� �%�	��) M4��� 	4� ����� �����9��	�� ����� 	���� �	 	 �� ��������	��

�� ��9���� 	4� ����	���� ����� ��4���� � 	4� �%�	��� ������� ����	���� ������

5��� �	 ��������� �� 	4� ����� �����9��	��) �� 	4�� ����� 5� 4��� ��������

	5 ��	����	��� ������� � �� �&���	�� �%�	�� �� 	���� � -�� �����	��) M�� ���&

����� ������ � ���	���� ��� 5���&�����	�� ���� �� ������ � ����	�� �	������

��� 	�� 4��� ���� ��������( �� ��9���� 	4� ��4���� � �&���	�� �%�	��� ��

� ���	����	�� 5�%) G��6� ��6� �����	��� �������	�� ��� �������� �;���	�� �

����������	 ��	���	��� �% ����� � ��8����	 ��	�	��� ��� �������	�% �������� ��

� �����	 � 	4� ��9��	�� � 	4� �%�	�� �� � ��	 � 5�� ������� ��4��	��	���) ��

���� 	4��� 	4� ����� �����9��	�� ��������	� 	4� ����� ��4���� � 	4� �%�	��

54��4 �� 	 �� �������� �% ���	��� ���I��	� ������ ����4�	��	����( �4���� �	 	4�

����� � M�� ������� ��4��	��	��) �% ��������� 	4�� ���� �	��% 5� �;���������'

7��� � ���� ������ 	��4��I�� ��� ���	���� ���� ��������� ��	����	�� � ��5

��	�	��� ����4 �� 	4� ������� � 	4� �;�4���� ��	��;(� ������ �������� ���	

�%��4�����	�� � ��&�	��	 � �%���� � �;�4����� �� ��8����	 ���6�	�� ������

�������� �� �	���	��� � ��	� �;�4����� ��� ����I���	 	����8 ��	5��� �	�&

����	% � �;�4����� ��� �K�����% � 	4� �%�	��� �	�) �������� ��	 �� �	� 	4�	 �

��9��	�� � 	4� �%�	�� �� 	���� � 5�� �������� ��� �	 ��% ������ � ���	����

������� ��	 ��� ����	����%( �� ��������	�	��� ����� 5�� ������� ��4��	��	���

��9��� 5�	4 M�&�.HF ��� �;���	���� �% ��&4� ��	�����	���)
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M� 4��� ��� �;����� 45 � ����� �����9��	�� ��� � 5�� �������� ������

��� ��N����� ���4 	4��) G4��4 	4� ��N����� � 	4� �����9��	�� �� 	4� ������

�� ���% ������ 	4� 5�% �� 54��4 	4� ������ ���5� 	 ��9�� 	4� �����9��	�� �	&

���� �� �����6����) �� ���	� �	 ���5�� �� 	 ������� �� � 	4� ���� ������� �

����� ��	4��' G4� ��� � ������	�� ��� 	 	4� ���	���	��) ����� �����

���	 �� ������ ��� ������� 	4�% ���	 ���	���	 ��� ��	����� ��	 	4��� ��	����

��% 	��� �	 	 �� �������	 	 	4� �����9��	�� ��	��5���� ����� �� 	4�% ��� �����

���	���	��() J� �;������ �� ���	� � 	4� ���	 	4�	 �� ������ ��������� �����9&

��	�� ��� �	 ��������	 	4� ������� � 	��� �	��� �� ������	��� �� �	(� 	������

������ ��	��	�� ������ 	4� ���������	 � 	4� ������ �	���	�� � �4���� �� 	4�

�����9��	��' ����� ����	� ��� �� ����%�� �� ��� ������ �	 �� �	 �������� 	4�	

��� ����	� ��� �����	�� � 	���) G4��� 	4� �����9��	�� ���� �� �����	��� �

���6�	 5�� �4����� 	 �����	 	4�	 �	 ��� ����	� �����	 	 	4� ���6�	) G4�	

��� � ��	��� 	4�	 �� ���	���	�� �� 	4� �����9��	�� �	4� 	���( �	���	�� � �4����

�� ��	4�� ��	��� 	4�	 �� �	 �	4� �����	�� � ���6�	�() G4��� 	4� ���������	

� � ������ ��% �� ���	���� 	 ������ � ������ ����)

!	$������������

=������4 ���	����% ������ �% 	4� H� ��	����	�� .�:��	 ������� ���	���	 ���&

��� "#?""!(� �% 	4� ������4 �����	��� �� H������,� % +������ ��:��	� ���&

GH=-GH=��� �G�+$""A&" 3!3&+"$&"#( ��� MH�G-J��G �G�7$""?&#DD 3&

+"$&"#(� 	4� /��	� �� +��	����&F� ����4� ��:��	 .�+"?&"""3&?>>D� ��� 	4�

����� +���� =������4 ��� G������� 7�	5�6 1#+�1 ��=G7&+G&$""!&D"D#$#()

%������	��

1������	 ��� 9������� '//,3 ������	� �� ��� 9������� )� 7'//,8� :���  �����
��	���		 !���		 "������� #�������� ������� &����:� ;��	��� '�/� (�

1�������� �� ���� '//23 ��������� <�= 9�	������� ��= ->?�@� <�= ��� 6���A���@� ��
7'//28� :)��� ���������� �������� �����	 �� �� �������������� ��	�� �� ��� 	���
���	:� �� ��� ���� ��	����� �� ���������� �� �����	� �������	��� ������� !�
����	 ',(B'2,� "������� -���	 �� ���������� 9�������  ���� (0C� "�	������

19������ ��� <���� '//,3 9������� �� ��� <����  � 7'//,8� :��������� ��	�  ������	
D��������� ��� �� ��������  
	���:� �� "#�� $%� �&'�����' �� $��(��� %�'������)
�$%��*� ����	 EC0BECC� �9< !��		�

19���	���	�	 �� ���� '//(3 9���	���	�	� "�= 9������� )�= <�������� D�= ��� �����
��������  � 7'//(8� :���  �����	 &�	������� #������� 7� &# (�(8:� -��� (0�
������������	�����������

14������	 �� ���� (CCF3 4������	� +�= �� ����� )�= ��� ��� 4���� ��= ��� <�
��� G��
G� 7(CCF8� :)�����  ������	 ��� �� ��	���� ����� !���������� #�������:� ��
����((����� $����� �+) ,�$� "-. � ����	 '(0B''C�  ��������

14���	 ���  ����� '//03 4���	� <� ���  ����� <� 7'//08� : ������H������� 9������
���5 +�
 9�����	 ��� !�������	:� �� ���� ����	��� %�'������� ����	 E0BF(� �"""
9�������  ����
 !��		�
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1#I��@ �� ���� '//'3 #I��@� -�= ->?�@� <�= 6���A���@� ��= ��� 6����� )� 7'//'8� :� )���
��� )�������� ��� �������� ��	�� �� <��������� �����
 ��� !���		 �������	:�
�� ����
��
� ����	��� %�'����	 �&���'�) ,�%� /-*.� ����	 '(EB''F�  ��������

1#I��@ �� ���� '//*3 #I��@� -�= ->?�@� <�= 6���A���@� ��= ��� 6����� )� 7'//*8� :�
<����������  
	��� ��� �������� �������� ����	����� ���  ������� 9�	�	:� �� "0��
$%� �&'�����' �� $��(��� %�'������) �$%��-� ����	 0FEB0C,� �9< !��		�

1<������ (CFC3 <������ 6� 7(CFC8� %�''�������� �� %����		���&� !������ 4����
1->?�@ �� ���� '//0�3 ->?�@� <�= 6���A���@� ��= ��� 6����� )� 7'//0�8� :)�����  ���
�$����� �� ����������� �������� 	
	���	:� ������� �� %�'����	 �	��	''��� ���
���	!� �� ���		�

1->?�@ �� ���� '//0�3 ->?�@� <�= 6���A���@� ��= ��� 6����� )� 7'//0�8� : ���$�����
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