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) u = �������������(us1 , . . . , usr , xs1 , . . . , xsn)�

) �
� ��� 1 ≤ i ≤ r� Ai = (idsi , S
′
i, Tsi , usi , xsi) 5�	4 S′

i = �������(Ssi , usi , xsi )�

) �
� ��� 1 ≤ i ≤ l 5� 4��� 	4�	

• �� Mti = (idti , Sti , Tti , uti , xti) �
� �
�� idti , Sti , Tti , uti , xti ��)�)� Mti ��

�
����	��( 	4�� Bi =(idti , S
′
i, Tti , uti , xti) ��� S′

i =�������(Sti , uti , xti)�

• �� Mti = �
	���(M1
ti
, . . . , Mk

ti
) �
� �
�� M1

ti
, . . . , Mk

ti
��)�)� Mi �� ���
�&

���	��( 	4�� Bi = Mti )

��

G4� �����
�� ��9��	�
� ��8��� ��
� 	4� ��9��	�
� 
� 	4� ���� ���� �����

�� <7BC�� �	 ��)� $""D�E �� 	4�	 �	 �
�� �
	 ��I���� 	4�	 ��� ������6�	� ��� �
�&

���	��) ���	���� � ��	 
� �
����	�� ���6�	� ��
	 ����������% ���
����� ��� �
�&

���	�� ���6�	�( �� ����	�9��� ��� 	4� ��5 ����	 �� ����	�� �� ���4 � 5�% 	4�	


��% ���6�	� �� 	4�� ��	 ��� ��������)

F�	 �� �����6 	4�	 �� 	4� �����
�� ���� 	4� 	�����	�
� � �� �
	 ��������)

G4��� 	�����	�
�� ���% � �
�� ������� 	
 ��	����� 	�����	�
�� �� ��������� ��
����

��������) �� 
���� 	
 ��
����	� 	4� 	�����
���	�
�� ����� �% � � 	�����	�
� 	


	4� �
�	�;	 
� ��8����	 �
��	���	
��� 
	4�� ���
� ����� 4��� 	
 �� �����)

Mk �M ′
k

�
	���(M1, . . . , Mk, . . . , Mn)��
	���(M1, . . . , M ′
k, . . . , Mn)
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M �M ′

ms(M)� ms(M ′)

G4� ��;	 ��9��	�
� �
�����% ������	� �
�� �
����	� ���� �� ��9��	�
� D)

$�%��	��� - F�	 A = (id, S, T, u, x) �� �� ����	) G4� ���
	���
� 
� 	4� ���6�	 
�

���
����� x ��
�� 	4� ����	� ���
����� 	
 S 5�	4 ������	 	
 	4� �	���	% ����	�
�

u� ���
	�� �% �������(S, u, x)� �� ����������% ��9��� ��'

�������(S, u, x) =
{

[ ] if S = [ ]
[M ′

1, . . . , M
′
n] if S = [M1, . . . , Mn]

54��� �
� ��% 1 ≤ i ≤ n 5� 4��� 	4�	 �� Mi = (idi, Si, Ti, ui, xi) 	4�� 5� 4���

M ′
i = (idi, �������(Si, ui, u(x).i), Ti, ui, u(x).i))
F�	 �� �
������ n ����� (ui, xi)) G4� ������� ���	��
� �
��	���	�� ��
� 	4�

�	���	% ����	�
�� u1, . . . , un 5�	4 ������	 	
 	4� ���6�	� 
� ���
����� x1, . . . , xn�

���
	�� �% �������������(u1, . . . , un, x1, . . . , xn)� �� ��9��� ��'

max{(∑iui(x′
i), x

′
1, . . . , x

′
n) | ∑ix

′
i = x ∧ ∀ 1 ≤ i ≤ n : ui(x′

i) ≥ ui(xi)}

M� �
������ 	4�	 	4� �����
�� ��;�����	�
� �� ����
���� 
��� 	4� 9��	 �������	

���������	��� 	4� �������( ��� 5� ������ max ∅ = (0, 0, . . . , 0)) ��

�� <7BC�� �	 ��)� $""D�E �	 �� �4
5� 	4�	 �� ���
����	� ���6�	� ���
�� �
�&

���	� 
��% ��	�� ��( ��� ������6�	� ��� �
����	�� ��� ��( �
 �
�� ���� �;�4�����

��� �
������ �� 	4� ���6�	 	4��� 54�� 	4� 	
� ���6�	 �� �
����	��� 	4� ���	��&

��	�
� 
� ���
����� �� �����
 
������) G4�� ����� 	4�	 	4��� �
�� �
	 �;��	 ��

�;�4���� ��
�� 
������� ����	� ���4 	4�	� �% ����
����� �	� 	4� �	���	% 
� �	

����	 
�� ����	 ����
��� ��� �
 ����	 5
�����) F�	 �� �
	� 	4�	 	4�� ��
���	%

�� 	�������% ��	 �� � ���6�	 54��� ��� ����	� ��� �
����	�� 	
 � ������ ���6�	�

������� ��% ���� �;�4���� ���
����� ��% ��
�� 
� ����	� �� ���
5�� �� 	4�� ���&

6�	) @
5����� �	 �� �
�� ��	����	��� �� 5� �
������ 
	4�� �
�&	������ �	���	����


� ���6�	�� ������� �� 	4��� �	���	���� �����	 �;�4����� ��
�� 
������� ����	�

��� �
	 ���
5��) G4�	 ��� �� ���	� 
� 	4� ���	 	4�	 ������� ������ 
� �����������

���� ����	� ��� ��I����� 	
 �
����	 	5
 ���	��	 ����	� �� 	4��� �	���	����� 9���

���	����	�
�� ��� .���	
 
�	���� �� 5���)

@
5����� ��	 �� �
	� 	4�	 	4� ���� ����� �� 	4�� ����� 	
 	��� �� ���
����	��

���6�	 ��	
 � �
����	�� 
�� ���� ��9��	�
� D( ��I����� ���	4�� ��( �
� ��() ��

5� �
����	�� ���
��� 	4��� ��I�������	� 5��� ���
��� �� 	4�� �����9��	�
� ���

	
 �K�����% ������ ��	��	�� �� 	4� ������ ����� �� 	4� ��;	 ���	�
�) F�	 �� �
	�

	4�	 �� 	4��� ��
���	��� �
 �
	 4
�� 	4�� 	4� 
�	�����	% 
� ���	����	�
�� �� �
	

��	 �� �������) M� �����	��	� 	4�� 5�	4 	4� �
��
5��� �;�����)
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'%����� ,) J
� 1 ≤ i ≤ 5� ��	 Ai = (idi, [ ], [ ], ui, xi) 54���

u1(x, y, z) = 2x + y + 3z x1 = (0, 1, 0)
u2(x, y, z) = x + 2y x2 = (1, 0, 0)
u3(x, y, z) = 2x + 3y x3 = (0, 0, 0)
u4(x, y, z) = 3x + z x4 = (0, 0, 1)
u5(x, y, z) = 3x + 2z x5 = (0, 0, 0)

�������� ��	 M1 = �
	���(A1, A2, A3)� M2 = �
	���(A4, A5)� ��� M3 =
�
	���(M1, M2)) J�����%� ��	 M = ms(M3))

F�	 �� ����
�� 	4�	 ����	� A1 ��� A2 �;�4���� 
�� ���	 
� �

� y �% 
��

���	 
� �

� x �5�	4�� ���6�	 M1() G4�� ���
5� �
	4 ����	� 	
 ����
�� 	4���

�	���	%) �	 	4�� �
��	� �
 �
�� �;�4����� ��� ���
5�� �� M1� �
 M1 ��	� �
����	��

��� ���
��� �	���� �� ����	 A′
1) F�	 �� ����
�� 	4�	� 54�� � ���6�	 ���
���

�� ����	� 
��% 	4
�� ����	� 
� 	4� ���6�	 	4�	 ��� �
	 ����
�� 	4��� �	���	% ���

��������	�� �% 	4� ��5 ����	 �� 	4� ����� �����) ���
����� 	
 	4�� ����
��4�


��% A3 �� ��������	�� �% 	4� ��5 ����	 A′
1)

�� ��������� M2 ��	� �
����	�� �� 5��� ��
 �;�4���� �� �
������ 5�	4�� 	4��

���6�	() ����� ���	4�� A4 �
� A5 ����
��� 	4��� �	���	%� �
	4 ��� ��������	��

�% � ��5 ����	 A′
2) ���
����� 	
 	4�� �
�9����	�
� 
� ����	�� �
 �;�4���� 5���

�� �
������ �� M3' ����� A′
1 
5�� �
	4��� ��� A′

2 ����� � �
��	��� �	���	% 	
 �	�

���I�� ���
����� �
�� ���	 
� �

� z(� M3 �� 	�������% �
����	��)

7�;	� �

�� ��� ��������� 	
� �
5� 	
 
������� ����	� �� ���4 � 5�% 	4�	 A3�

A4� ��� A5 ������ 	4� ���� �������� �
 �;�4���� 5�� ���� �� M3() �� ����	�
��

A1 ��� A2� �����
���% ���
��� ��
� 	4� �	���	��� 
� ���	���( ���6�	�� �	�% 	4�

���� ����� 	4�% ����
���� 	4� �;�4���� �
����	�� ���
��) J
� 1 ≤ i ≤ n� ��	

x′
i ��������	 	4� ������	 ���6�	 
� ����	 Ai) M� 4���'

x′
1 = (1, 0, 0)

x′
2 = (0, 1, 0)

x′
3 = (0, 0, 0)

x′
4 = (0, 0, 1)

x′
5 = (0, 0, 0)

G4�� ���	����	�
� 
� �

�� �� �
	 
�	����' �� A1 ��� A3 �;�4���� 
�� ���	 
� x

�% 
�� ���	 
� z 	4�� �
	4 ����	� ����
��) G4�	 ��� 	4� ���	����	�
� 
�	����� �%

	4� �&���	�� �%�	�� ����� 	4� ������	�
� 	4�	 
��% �
�� ����	� ��� ��������	��

�� ����� ������ �� �
	 .���	
 
�	����) ��

�� ���	� 
� 	4� �
�� 
� 
�	�����	%� 5� ����	� �	���	% ����	�
�� 
� ��������	�	���

����	� �� �	 �� ��9��� �� <7BC�� �	 ��)� $""D�E ������� 	4�� ��
����� �� ����� ����	


� 
�	�����	%) M� 6�
5 	4�	� �� �
�� �� ��� ����	� ��� ��	����% �
����	�� ���

���	�����	� �� 4��4�� 
���� ���6�	�� 	4� �%�	�� 	���� 	
 	4� 
�	�����	%)

G4� ���	 ����� 
� 	4� 
����	�
��� �����	��� ��� �4
5� �� J����� D) G4�% ���

���� 	
 ����� 	4� 54
�� ���6�	 �	���	��� 54�� 	4� 	
� ���6�	 �� �
����	��) G4�

	��� σ ���
	�� 	4�	 � �
����	�� ���6�	 ���	 �� ����	� 	4�	 ��� 	����� ���6
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��	
 ���
����	�� ���6�	) G4�� �%��
� ���������� 54�� 	4� ���6�	 �� ��	����%

����	� 54��4 ���4	 ��I���� 	
 ��
����	� �	 	
 	4� ���6�	� �� 	4� �
5�� �����)

�� ���	� 	4� ����� �4
5� �� J����� D ����������% 	������� 	4� ���6�	 �	���	���

	
� �
5� ��
� 	4� 	
� ���6�	 �� 	
 9��� ����	� ���
	��� �����) =���		��� 	4�

�%�	�� 
� ���6�	� �������� �	 �
� � �
������ ��5 ���) �
��
���� 54�� 	4� ����	

��
���� ����4�� ����� ����	� ��)�)� ����	� �
��
5��� 	4� �
�� (id, [ ], [ ], u, x)�
	4�� ��������	��� ���&�����( ����	� ��% �4���� 	4��� �	���	% ����	�
�� ��� 	4���

���6�	� 
� ���
������ ���
����� 	
 	4��� ����� ����������� ���� 	4� ���
�� ���� ��

J����� D() � ��5 �;���	�
� 
� 	4� �%�	�� ��% �� ������ ���� �� �	���	% ����	�
��

��� ���6�	� �
 �
	 �4����) F�	 �� �
	� 	4�	 �� 	4� 9��� ���	����	�
� 
� ���
�����


� 	4� �����
�� �;���	�
� �� .���	
 
�	���� 	4��� �� �	���	% ����	�
�� �
 �
	

�4����� �	 �� �
��	���� 	
 �;���	� 	4� �%�	�� 
�� �
�� 	��� ������� �
 ����	�
���

�;�4����� 5��� �� ����
����) @
5����� ����� 	4� ���� ���
	��� 	4� �
����	�
�


� ���6�	� ������	�� �� ��9��	�
� D �
�� �
	 ������	��� 	4� 
�	�����	% 
� 9���

���	����	�
��� � ��5 �;���	�
� ���4	 �	��� ����
�� 	4� �	���	% 
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�� �
	� 	4�	� 54�� � ���6�	 �� �
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	 ������� 	


���
����	�� ���6�	� ���
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5� �� J����� D �
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����	�� ���6�	� ���� 	4� �
��	4 ����() ��
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��	�
� 
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�� �� �	� 	4� 
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 �� �
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� ��	����	�
�� 	4�	 	4� ��	�	��� ��% ����
��� 	4� 6��� 
� ��	�

�;�4������ ��� 	4� 5
�6N
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�	 
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	 ���
5�� 	
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����	� ��	�� ��� ������6�	� ��	 �
����	�� 	4�� 	4� 4��4��

����� 5��� 4��� 	
 5��	 �
� � ���% �
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ms((id, S, T, u, x)) ↪→ ms(σ((id, S, T, u, x)))

u′ ∈ ������
	
 ∧ x′ ∈ �=p
+

σ((id, [ ], [ ], u, x)) ↪→ (id, [ ], [ ], u′, x′)

S = [A1, . . . , An] ∧ T = [B1, . . . , Bm] ∧ n + m > 0
σ((id, S, T, u, x)) ↪→ �
	���(σ(A1), . . . , σ(An), σ(B1), . . . , σ(Bm))

σ(�
	���(M1, . . . , Mn)) ↪→ �
	���(M1, . . . , Mn)

Mk ↪→ M ′
k

�
	���(M1, . . . , Mk, . . . , Mn) ↪→�
	���(M1, . . . , M ′
k, . . . , Mn)

M ↪→ M ′

ms(M) ↪→ ms(M ′)

������ ,� =���� 	
 ����	 � ��
��� ���6�	)

	4� ������� ���6�	 �% �
5) ��	��5����� � ��5 �;���	�
� 
� 	4� 54
�� 	��� 
�

���6�	� 5��� ���� 	4�� ���6�	 � ��5 �4���� 	
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