
��� �� ���� ���� 	���
 ��

��

������� �
���� �������


������� ���	���

��������� �	
���
 �
� ���������	

���������� �� �������� ����������� 
 ��

��������� ������
��	 �� ������ ��	! ������! ����

�������"��#���#��#��$


�	����
���� �������

��������� �	
���
 �
� ���������	

���������� �� �������� ����������� 
 ��

��������� ������
��	 �� ������ ��	! ������! ����

��
������ ��� ���%��
 �� ���������� &�	
��
 ��% '���������
 ��#&#'#$

��((�(�"��#���#��#��$

��������� �� ���� ����	 
� ����������� �
������ �	�� �	�
��� 
� �	�� �	��� 
� �� �	���

���� �	� �
����� �� ������ �
���
��� �� �
��� 
� ��������� ����
	� �
�� ����	����
��
� 
���� 
� ���
 �	� �
 ������� ������� ���� �	
������� �� �
 �
� �
�����	 ���������
������	� �� � ������
	� ����� ��� 
�	 ���
	���� ��� ����
�� �
�� ������	��� �	�����
�� �
�� ��� ����� �	��� ��� ��� ����� �
���
��� �
 
�	 ��

������ 
�	 

	� �� ��� �	��
������� �
	 �����
���� ���
	����� ���� �	�
 �	���� 
� 	���
�� 
���� �	� �
����� ��
������ �
���
���

�	
 ���
�� �
�������
���  �
���	��  	��� !	�
���� "�������� #��������� $	��
�	���� "�	����� "�����
�

���	���
� ��%�&� ��'�%�  ����

� ���������	��

)���� ������� ��
 ���	 ��� �������
! ��� �%��� ��� %�
��� �� *���  �	���
!


������� �����������! %�����
� 
	
���
! ��% �������� �
�� ���������
# +����

%������ �����
 ,���� 	- ��
 ���� ����
������% �	 ���	 ��
�������
# ����� ���


��� ��
������
 ��� ���� %������ �� �����
 ���� ��� ��������% �� ���  �����.

����# ���� �� ��� ��
� ��������� ��
������
 ���/ ���������� ��� ���	�
 �� �
��

�
�������! ���������� ��� ���	�
 �� 	��
� ��
 �
��! ���
������ ��� ������
� ��



�����! ���������� ��� ������
 
���������! ��% 
���
�	����� ��� ��
����� ����

��
��� 0���� 1222! &�����
� 12234#

'�
� �� ��� ����� %������ � �������
 %��� �����
 �� ������%�% � ���
!

��% ��� �� ���� %��� �����
 �� ������
 ����� ��� ����%�% �	 ������� �
# 5��

����� ��� 
��� ��� �������
 �� ����� �� �
 ��6����% �� %�
���% �� %��� �����
 ��

������
 ����� ��� ����%�% �	 ������ �� 	���
# 7�� �8��� �! ���
�%�� � �������


Journal of Universal Computer Science, vol. 11, no. 6 (2005), 804-829
submitted: 8/1/04, accepted: 16/4/05, appeared: 28/6/05 © J.UCS




������� �	 ����� ��� ��� %  ��� �� %��� � ����� ��
�%� � 
���.
����% �� 	���! ��

���
�%�� %�
������ &�5 �� �� � �������� %����� ����� 
��� % �� �.
����%# �� ���


�����! �� ����
������ �� 	 ��� ���% %������ �� ���� ����
 ��
�%� 
��� � �� 	���
 �	

����
 �� ��� 
������� 
�� ����
 �� �� 	���
 0������ (�� ��% ����������� 1229!

������ (�� �� � # 122:! 7� �� ��% ;�%�(� �� 122<4 ��% ��� 
��� ���% ����� ���

���$ �����%#

'��� �����
� 	! ����� � ���� ���� ��% � 
��� � �� 	���! �� 
��� % ���%���

� �� 	 ��� ���% %������ �� ��� ����� ���� ����� �
 ����%�% �	 ��� ����� �� 	.

���# ��� 
������ ����� �
 ����%�% �	 ��� ����� �� 	��� �
 ��  �% ��� %������

������# ��� ��
� ��������� ��
������ ����� 
��� % �� 
���
=�% �	 ��� %������


�
 ������� ��%� %�
���������# ��� ����� ��
������ ����� 
��� % �� 
���
=�% �


������� �%�� ���

���
# � ������ �� %� ��� ���
�%�� 
	�����	 �
 � ���%�.

���	 ��
������! ��� ��� � ������� ��� �8� ��� 
��� 
	�������
 ���
��� �� ����

��� ���� ��% ��� �� 	���# ��� �%��
 �� ��� ����� ���� ��	 ��� 
��� ���%
 ��

��� %������
! �� ��� %������ ������ �
 ����%�% �	 � ���.�����8 �� 	���#

� �����% ���� �
 � ���� �� ����� � 
����� ��%� �
 
��� �% ���# ���
 ��%� �


��  �% ��� ,����- �� ��� ����# �����% ����
 ��� �6���� ��� �� �������% ����
# �

���� ����� �
 ��� �����% �
 ��  �% � ���� ����# �����% ����
 ��� ����� �
�% ��

�����
��� ����������
 
��� �
 ���� 	 ����
! ������(����� �����
! ��% 
����� ����
!


� � ����� ������
 ����� ����� ��� %��� �
 � ���%������ �� � �� %������ �����%

����
 0�� 5����
�� �� � # 122>4# ���
�%����� ���
 �� � ���� %������ �����% ����


��
�%� 
��� � �� 	���
 ���� ��� ��
� ��� %�Æ�� �! ��� ���
 ���
�� �� ����
 �� 	

�� %������ �� ���� ����
# �������� ���
 �� �! ����� �
 �� %�?������ ������� �����%

����
 ��% ���� ����
 �� ��� � �������#

@��� %������  ���� �����
! ��� %������
 �� ��� � �������
 ���� �
� � �
���.

��� � 05���%������ 12234! 05���%������ ��% ��� 12224! 0�%�����	 �� � # 12224!

��% 0��8������� ��% ��� 12234$ �
��  	 ���� ���� ����� �%�� ���

���
 ����

��� %������ ��
� �
 �� ���
� %� ��� �
� �� 0��%�
 �� � # 1229! ��%�
 �� � # 1222!

��%�
 ��% 7��� 12294# ;�� � ������� �
�
 � 
����� ���% �� � �
������ ��% ����


�� ������� 	 %�
������� ��� �������
 �� ��� ����� ���� ���� ��� ����� ������ �	

����
 �� ��� 
������� 
�� ���� �� ��� ����%��� �� 	���#

��� 
��� ���% ����� ��� �����% ��
 ���� � ���%	 �
�% �� %��� �����
 ���� 	

�� ���  ���������# ����%
�� ��% +��� �� 0����%
�� ��% +��� 12294 �����%���%

�� � ������� �� %��� �����
 ���� 	 �
��� ��� �� �����%! ����� �� ��  ��� ��

� �������# ��� �� � ������� %���
 �����
 ��
�%� � ����� ������� � ��% 
��� ��

�� ���
 �
�
 ��� �� �����%# �� ������� ��� %������ ��
� �
 �� ���
� �� ��� ��

� �������! �� ��%�=�% ��� �� � ������� �� ��%�� �� ���� � �� �� %��� �����


��
�%� 
��� � �� 	���
# ��� �
 ��  �� ��� �8���%�% �� � �������# 5����
� ��

��� �	��� ���������� ���������
 �� %������ ������
! ��� %������
 
��� ���

��  ����� �%�������
 �������% �� ��� %������
 �� ��� �8���%�% �� � �������/

� '��� 
	�������


805Bagheri A., Razzazi M.: How to Draw Free Trees Inside Bounded Simple Polygons



� ��

 �%�� ���

���


� '��� ������� ��%� %�
���������

�� 
������ A! ��� 
��� ���% ����� ��� �����% �
 
����%# ��� 
������� 
�� ����

�
 ����B	 %�
�����% �� 
������ C# �� 
������ >! ��� � ������� �
 �����%���%# ��


������ :! 
��� %������
 �� ��� � ������� ��� �  �
�����% ��% �������% �� ���

%������
 �� ��� �8���%�% �� � �������# ��� ���� �
��� �
 
����% �� 
������ 9#


 ��
 �	�����
� ���
��	�� �
����

��� 
��� ���% ����� ��� ���$ �����% �
 � B�8�� � ������(����� �����%! 
����%

���  ���� 
�� � ������������ ������(����� ���� ��
# �� ��
 ���� ��� ��% 
��.

��

��  	 �� � �

��� ������������ ������(����� ���� ��
! 
��� �
 ��� ����� ���


� �
��� ���� ��! ��% ���� ��
 ���������� ��� %�
��� �� *���# ��� �� �����%

%�?��
 ���� 
���%��% ��������� ����������� �����%
 �	 �  ����� ,����  - ����


. ����
 ���� 
��� ! ������ ���� �������! ��� ��������	 
� �����# ��� �� �����%

����
 �� �
���� ����  ��� ������ �	 �
��� �� �
 ���� ��� %�����% ���� �� ��� ��	

�� ��� �����

 �� �����  �6��%
 ��� ��� �% �� � ��	
��  ��� ����! � �����

 ��  �%

���������#

�� �
 ��  ����� ���� ���� �  �6��% �
 ��� �% 
 �� 	! �� ������
 � ����  	

��%���% ����! ��  �% �
�����! ����� �����
���
 ��� ������� �����	 
���� �� ���


	
���# �� ������
�! ����% ��� ��� ��
� �
 �� ��������
 
��������
! ���� ����

������ �����	! �����
������  ��� ������# �� ���
 
����! ��� 
	
��� ���	
 ���

5� �(��� %�
���������/

� ��$ � ������

+���! � ��$ 
����=�
 ��� ������� ��	 %�
��������� �� ��� �����	 �� ��
 �� ���


����
 �! �
 � �������� �� ����������� � ��% ��� 5� �(��� ���
���� �# ;� ���

��� ���%! ��� ����	 �����������! ���� �����	 � ��
 ���(��� ������� ��	! ��%

���
 ��� 
	
��� ��� ������ ��
 
���� �� ��� ���� ������ �����	# ;� ��� �����

���%! ��  �� �����������! ��� 
	
��� ���%
 �� �� �� 
����
 ���� ���	  �� �����	!

���� ��� � ��� ������� �������% �� ����������� (���# '������ �
 �� � # %���
�%

�� � ������� ��� 
��� ����� ���
 ����� ��� �����%��� �	 � 
����
 �� 
�6������ 

����
# ��� ��
�� �� � �
 ���� ��� ������� ��	 ���� ����� ��� 
	
��� ������
 ��



���� ���� ��� ���� �����	 �� �� ��� ���� �����	 �� �
/

������������

���
 �� � ��� ��
 ���� �������� ��� �����	 �� �� ��� ��� ���%�%��� 
����

�
 
��  �� ���� ��� ������� �����	 �� ��� 
	
��� ��  ���� ��� ����! ��% �� ��

�
  �����! ��� 
���� ������ �
 ������� �
���# D���������� �� � # ���� �������� 	

806 Bagheri A., Razzazi M.: How to Draw Free Trees Inside Bounded Simple Polygons



��� =�
� �� ��� �(� ���� ��� ����� �����%��� ��� % �� �
�% ��� ������ ������(�.

���� ���� ��
# ������ ������
 ��
� �� %��������% �������� ��� �� �����% �


��� ��%# ���
� ��� �%� ��� ��  �����/

� ��� 
�� �� ���=�������� �� 
����
 �� ��� 
	
���! ��� �%��� �� ������ ���=�.

������� ������ �
 ����� ���
�� �� ���%��$#

� � ���������� �� � ��� ��� ���=��������
! ����� �
 �
��  	 �������% �	 %�=�.

��� ��� �����������% �� ���� ���=�������� ��% ����
��� ��� ��8� ���=��.

������ ���%�� 	 ���� ��� �����������% �� ��� ������� ���#

� ��� ������ �� ��
� ��������! �� �� ������(�% ���� ��� ���=�������� 
����#

����
 �
 ��� ���� �� ��� �����	#$

� ��� ��� ��� 
���%� � �� ��� ������ ���������! ��� �%��� ������ �� ��
 ��%

�� �
 ��� ���� ��% ��� �� ������ ��# ����
 �
 ��� ��� ���� �� ��� �����������

��% ��
 %�����
�#$

� ��� ����������� ���%����� ����� �
 �
��  	 ��
�% �� ��� ���� ��% ��� �� ��


�� ��� ��
� �������� ��%E�� ��� ������ ���������#

+����� %�=��% �  �� ���
�! ��� 
�������� ���� �� ��� �� �����% �
 �
 ��  ��
#

�� � ��
� A��$! ���	
� 
���%
 ��� � ��� ������ ������� F ��% 1! 
� ����%

���%�� 	 0����%
�� ��% +��� 12294#

1# ����
� �� ������ ���=�������� �� ��% �� ������ ����������� �

A# ������ ��� ��  ����� ��
��  	 
��� =8�% ������ �� ����
$/

�# ����
� � ��� ���=�������� �� ���� ��� �����������% �� ��

�# ��� �� ��% �� �� ��� �� ��
 �� ��� ��
� �������� �� �� ��% �� ��
������� 	!

�� �� 
 �� �� ���	
� 
 ���������� ���� 
�� �� � ��

C# ������
� ��� ����������� �

># �� ��� ����������� �� � �
 
���
=�%! 
���G �������
� �� �� 
��� A

��� �� � ������� �
�
 ��� ����� �����%��� ��� %������ �����
 ��
�%� ����.

��� �
# �� ,���%�� 	- � ���
 ��� �������
 �� ��� ����� ����� �� ��� 
������ ��

��� ����� ������� �! ��% ����
 �� �
 ��� ������ ���=�������� �� ��� �� �����%#

7�� ���� ��
������ ���������! �� %�=��
 � ���� 
��� ���� ������(��� ���� ����


���
=�
 ��� ���������# �� %�=��
 ��� ��
� �������� �� ��� �� �����% �
 
�� ��

���
� ����
 �
�� 0����%
�� ��% +��� 12294 ��� ���� %���� 
$#

807Bagheri A., Razzazi M.: How to Draw Free Trees Inside Bounded Simple Polygons



� ��
 ����	��� ��
�
����

����� ��� ��� �	��
 �� 
�� ����
 ��� 
��� � �� 	���
! ��� ��
��� ����! ��% ���

��
����� ��������# ��� ��%�� �8�
 �� � ����� 
��� � �� 	��� � ���
�
�
 �� �  

��� �������� �����
 ���
� � �
�
� ����� �� ��� ����%��	 �� � �
 ��� ���6��

0���� �� � # 122:4# @�� � ��� ��%�� �8�
 �
 � �������.%������. ��� �������! ���


������� 
�� ���� �
 ��� %�=��% �	 �
��� � %�
����� ��������! ��� ������ �	 �� ��.

��������� 
�������� �����

# ��� 
������� 
�� ���� �
 %�=��% �
 ��� ����� �� ���

�����
 �� ���� �� ��
�����
 �����% ��� �	 ��� �� 	��� �������
 %����� ��� 
�����.

��� �����

# ������� ���� ��� ����%��	 �� � �
 ���������% �����%
 � H
 ��������!

�� � 
� �.����  � ������ ��% �� ��� 
��� 
���% ��� �  �%��
# ���  �����
 �� ���

�%��
 ����� %�����
� �� ������
� �� ���
 �����

# ���� �����8 �� � ����
 � ���

��� ���� �� ��
����� �� ��
 ����%��� �%��
# ���
 
�������� ��������
 �
  ��� �
 ���

����%��	 %��
 ��� ������ ���� �����  	# ����� ��� ��� ��

�� � �	��
 �� ������
/

�
�� ������ �� �%�� 
�����
 �� (���! ������ ��
 ����������� �%��
 �%I�����#

����� ������ �� �%�� �
 
� ��! �#�# � ��B�8 �����8 ���
 ���� ���
 �%��! ���
 
� ������

��� ��� � �� 	���# J�� �%I�������
 ����� ������� ��� 
� �� �%�� ��% ���� ��

��� ��� �%��
 ����%��� �� ��� ��B�8 �����8#

����� ������ �	�� �� �����! �� ���  ��� ���� � ���! �� ��� ���! �� 	���


����� ��� 
����� �����
��� 	 �� ���	 ���� ���.(��� ����# ��� 
������� 
�� ����!

�� ������ ! %�?��
 ���� ��� ��%�� �8�
# �� � �
 �����8 ���� ���� 
��������


��� �%������ G �������
�! ��� ��%�� �8�
 �������
 ������ ���  	 �����% 
������


�����% ��� ��B�8 �������
 �� � ! ����� ��� ����%�% �	 ��� 
������� 
�� ����# ��

���
 �����! �� ���
�%�� %������ �� ���� ����
 ��
�%� ������ 
��� � �� 	���
!

��% �� ����% ������ ���  	 �����% 
������
 �� �
� ��� 
������� 
�� ����
 �


��� 
�� ����
 �� �� 	���
# �� ��� 
�6�� ! �	 ��� 
�� ���� �� ���� ��� 
�������


�� ����# ��� 
�� ���� �� � ����� �.��� � ���������
 ��� �������� �� � ���� �

��������% �������� ������
 ����� ��� ��  �% �����# ���� ���� �
 
���� �	 I�
�

��� �%�� �� � %����� ��� 
�������� �����

# ��� ��
����� �����
 ��� ��  �% �
��

��� 
�������
 �
���$! ��% ����� ��%�����
 ��� ��  �% ��
��# @��� � �
 
��� �

��� 
�������� �
 ����# ��� 
�� ���� �� �.��� � ���
�
�
 �� A� � A ��%�
 ��%

A� � C ���
 �0������ (�� ��% ����������� 12294! 0������ (�� �� � # 122:4! ��%

07� �� ��% ;�%�(� �� 122<4$# 7����� 1 
���
 ��� 
������� 
�� ���� �� � ������� �#

� ��� �����	���

�� ���
 
������ ����� �����%����� 
��� %�=������
! �� �8� ��� ��� � �������# ��

��� 
�6�� �� �
� ���� ���� ��� ���� ���� ��% ���� �� 	��� ��� 
��� � �� 	���#

;�� � ������� ���%���
 � �� 	 ��� ���% %������ �� ��� ����� ���� ���� ����� �


808 Bagheri A., Razzazi M.: How to Draw Free Trees Inside Bounded Simple Polygons



7���F

7���1

7���C

7���A

F

1 >

C

A :

������ �� ��� 
������� 
�� ���� �� � ������� �

����%�% �	 ��� ����� �� 	���# �  ��� �������
 ��% ��� ���%
 ��� ��
������% ��

��� ���% �����
! ��� ���
 ��
�������� %��
 ��� ��� 	 �� ��� �%�� ���

���
#

��������� �� 7�� 
�� ���� � ��% ��
 ��%� �!  �� ���������G�$ �� ��� 
�� �� �  

��� ����
 ����� ���� ��%� � �
 � �����8 �� ����� ����%��	#

������� �� ���
�%�� 
�� ���� � �� =���� 1! �� ���� ��������FG�$ K ��F� �C�

��% ��������1G�$ K ��F� �1� �C�#

��������� �� 7�� ���� � ��% ��
 �%�� ��� �$!  �� ��
����������G� $ �� ��� 
�� ��

�  ��� ��%�
 �� ��� ���� ���
� �����.��������� %�
����� ���� ��%� � �
 
������

���� ���� ��%� �#

������� �� ���
�%�� 
�� ���� � �� =���� 1! ��
�������1�>G�$ K �F� 1� A� ��%

��
�������>�1G�$ K �C� >� :�#

���
�%����� ��� ���� 
�������� �� ��� 
�� ����
! ���
 %�=������ �
 � 
� ��� �.

��� � �� ��� 
�� ����
# �� ��� ��  ����� �� %�
����� ���� 
��� �� ��� � ������� ��

%���� 
# ��� �
��%�.��%� �� ��� � ������� �
 �
 ��  ��
#

���� ����� �����	
 ��

�����

������ �� ����
� �
�� �
�� � ��
 � ������ ����� � �

������� � �������� �
�
 

����� �� � ����� �� 	���
�
 	� � �

���� 	
 ��������� ��� ������� �������� ��
 ��� �
�� �� ��� ������

���� �
 ��������� ��� ������� �� ��� ��
�� �� ��� ���������

���� �
 ��������� ��� ������� �� ��� �
��� �� ��� ���������

���� 

 ��������� ��� ������� �� ��� �
��� �� ��� �
���

���� �
  ������ ��� �
�� ���� ��� ���������

���� �
 !������� ��� �
������� 	������ ��� �
�� �
��� ��
 ��� ������� ��
���

���� �
 "
����� ��� �
�� ����� ��� �# �����
�

809Bagheri A., Razzazi M.: How to Draw Free Trees Inside Bounded Simple Polygons



���� �� ��������� �	� ������� �������� ��
 �	� ���� �� �	� �� ���

@� ������� 
������� 
�� ���� � �� ����� �� 	��� � �	 �
��� ��� � ������� ��

07� �� ��% ;�%�(� �� 122<4! ���
� ���� ���� �8��	 �
 �����L�� ���$! �����

� �
 ��� ������ �� ��B�8 �������
 �� � # �� � �
 �����8 ���� ��� ���� ���� �8��	

��  �� ���  ���$! ��� ��� ������ 
��� � �� 	���
 �� ��� �� �
 ��� �
 ����$# ���

�
 ��  ��� ����%��	 �� ����
 �����# ����� �  ��� &����
 ��� 
��� � �� 	���
!

�� ��� �
� ��� ��  ����� ����� � �� ������� ��� ���� �� � ���� � 05����� 12<<4#

������$ K
1

A

����

���

������� � ������$

+��� �� ��% �� ��� ��� ����%�����
 �� �����8 � �� K F��� � 1$ �� ��� �����

�� ���� � G �� K �� ��% �� K ��# �� �
� ��� ����� ����� �! ��� �������
 �� ���

&����
 
��� % �� ��%���% � �����
� �� ������� � �����
�# ��� ���� ���� �8��	

�� ��������� ��� ����
 �� ��� ����
 �
 ���$! 
���� �� ���� A�� C ���
 ��% ����

��� �
 ������ ������� ��� ����
#

���� !� ��������� �	� "���	�� �� �	� ��
�� �� �	� ���������

7�� ���� ��%� � �� 
�� ���� � �� ������� ��� ��  ����� 
�� �
 ��� ������ ��

��%� �#

�����G�$ K
�

��	
��
�����
�

������$

�����G�$ �����
���
 ��� ���� ������ �� ��� ���� �� ��� ����
 ����� ��� ��.

��%��� �� ��%� � �� 
�� ���� �# ��� ���� ���� �8��	 �� ���
 
��� �
 � 
� ���$!


���� �� ���� A�� C ���
 ��% ���� ��� �
 ������ ������� ��� ����
#

����  � ��������� �	� "���	�� �� �	� �
��� �� �	� ���������

�� ���� ��%����� � �� ����	 �%�� ��� �$ �� 
�� ���� �! �� �

��� � ������ �����

�
 %�����% �	 ��
����G�$# ���
 ������ �
 %�=��% �
 
�� �� ��� ������
 �� ���

��%�
 �� ��
����������G�$! ��% 
���
 ��� �����8����� ���� �� ��� �� 	��� �����

�
  ��% �� 
�%� � �� �%�� ��� �$# ��� %�?������ �� ��� ������
 �� ��%�����
 � ��%

� �
 ���
�%���% �� �� ��� ������ �� �%�� ��� �$ ��% �
 %�����% �	 ������ �$G�$#

@� ��� ������� ��� ������
 �� ��� �%��
 �� ��� 
�� ���� �	 ��� 	��� ��� �7�

�����% �����# �� ��� ���� ���� �8��	 �� ���
 
��� �
 ���$#

��
����G�$ K
�

��������
�������
�

�����G�$

��
����G�$ K
�

��������
�������
�

�����G�$

������ �$G�$ K ���
����G�$���
����G�$�

810 Bagheri A., Razzazi M.: How to Draw Free Trees Inside Bounded Simple Polygons



���� 
� ��������� �	� "���	�� �� �	� �
��� �� �	� �����

�� ���� ��%����� � �� ����	 �%�� ��� �$ �� ����� ���� � ! �� �

��� � ������ �����

�
 %�����% �	 ��
����G� $# ���
 ������ �
 %�=��% �
 
�� �� ��� ������
 �� ���

��%�
 �� ��
����������G� $! ��% 
���
 ��� ������ �� ��%�
 �� ��� ���� ����� �


 ��% �� 
�%� � �� �%�� ��� �$# ��� %�?������ �� ��� ������
 �� ��%�����
 � ��% � �


���
�%���% �� �� ��� ������ �� �%�� ��� �$# 5	 ��� �� ���� ��� ���%��� ��	 �� �


�� �# 7�� ���� ��%� � �� ���� � �� %�=�� �����G� $ K 1# ��� ���� ���� �8��	

�� ���
 
��� �
 � 
� ���$#

��
����G� $ K
�

��������
�������� �

�����G� $ K ���
����������G� $�

��
����G� $ K
�

��������
�������� �

�����G� $ K ���
����������G� $�

������ �$G� $ K ���
����G� $���
����G� $�

��������� #� 5	 ��� ��

�� �
�� �� 
�� ���� � ����� � $ �� ���� ��� �%�� ��

��� 
�� ���� �����$ ���� ��
 ��� ������� ������ ����� �  ��� ����� �%��
 ��

��� 
�� ���� �����$#

��������� $� � 
�� ���� �����$ ��	 ���� ���� ���� ��� ��%% � �%��# �� ���


��
�! �� �
 ���������% �	  ���� 1 ���� ���
� �%��
 
���� �� ��%�����# ���


������ ��%����� �
 ��  �% ��� ��

�� ��
�#

��������� %� 5	 ��� ��

�����������
 ��
� �� ���� � ��%� ���� �
 ��������%

�� ��� ��%% � ��%� �	 �� �%��#

��������� &� 7�� ���� � ��% ��
 ��� ��%�
 � ��% �!  �� ����������� �$G� $ ��

��� 
�� �� �  ��� ��%�
 �� ��� ���� �����  �� �� ��� ���� ������� ��%�
 � ��% �#

���
 %�=������ �
 � 
� ��� ���� � �� ��� 
�� ����
#

'������ $� �������� � %�
�� � & ��� ��
� ���� ��� ��

�� �
��' ���� �����

�
��� ���
� �� ��
������

(
���� @� ����� ���  ���� ��� 
�� ���� �! � 
��� �� ����� ��� ��
 �� ���� � #

�����
� �%��
 ��� �$ ��% ��� 	$ ��� ��� ��%% � �%��
 �� 
�� ���� �# �� ���
� ���

��%% � �%��
 
���� �� ��%�����! ���  ���� �
 �����%# ;������
�! ����� �
 ��

 ��
� ��� �%�� ��� �$ �����  ��
 �� ��� ���� ������� ��%�
 � ��% � �
�� =���� A$#

��� ��
�
 ��� ��

�� �! ��
� � �� ����� ��
���� G�$ � ��
�� ��G�$ ��% ��
� ��

�� ����� ��
���� G�$ 
 ��
�� ��G�$# @� ����� ���  ���� ��� ��
� �! ��� �����

�
 
��� �� ��� ��
� ��#

811Bagheri A., Razzazi M.: How to Draw Free Trees Inside Bounded Simple Polygons



� � � � � %
### ###

������ �� &���� ��  ���� 1

7��� ��� %�=������ �� ����/

��
���	G�$ ������G�$ L
�

���
��
���������
������G�$

L ����� G�$ L ��
���� G�$ K	

��
���	G�$ � ��
���� G�$ �1$

��
�� ��G�$ ������ G�$ L
�

���
��
���������
������G�$

L �����G�$ L ��
�	��G�$ K	

��
�	��G�$ 
 ��
�� ��G�$ �A$

7��� �� �����
 �1$ ��% �A$ �� ����

��
���	G�$���
�	��G�$ � ��
���� G�$���
�� ��G�$ � F K	

���
���	G�$���
�	��G�$� � ���
���� G�$���
�� ��G�$� K	

������ 	$G�$ � ������ �$G�$

���
 ������%���
 ��� �

������� ���� �%�� ��� 	$ �
 � ��%% � �%��# )���"�

���� �� 
������ �	� ���� ���� �	� ���������

�� ���
 
���! �� ��� ����� �� ������� 	 %�
������� ��� �������
 �� ��� ���� ����

��� ����� ������# �� ������� ������� ��%� %�
���������! �� �8� ��� ��� �����

���� ��% ��� ����� 
�� ���� ��% ��	 �� � ��� ��� ���� ��%�
 �� ��� �����������

����
 �� ��� �� 	���! 
��� ���� ��� ������ �� ��%�
 ����� ���  ��% �� � ���� ��

��� �� 	��� �
 ����������� �� ��� ���� �� ���� ����# @� %� ���
 �	 ����
 �� �

�����
��� ������� �����%���#

��� ����� �� ��� ������� �����%��� �
 � 
�� �� �������% ����
 ��% � 
�� ��

�������% 
�� ����
! ���
� 
��
 ��	 ������� I�
� ��� ������! ��  ��
� �� ��� =�
�

812 Bagheri A., Razzazi M.: How to Draw Free Trees Inside Bounded Simple Polygons



��% ���  �
� ��  
# ���� ����� ���� �
�� ����$ ��
 � ������ ����� ��  �� �����
� 	

%�=��% �� ��� ��  �����!  �� � �� $ �� ��$$ %�����
 ��� ������ �� ����� ���� �

������ 
�� ���� �$# ��� ������ �� ��� �����%��� �
 � �������  �
� ���� 
����=�


����� ��%�
 �� ��� ����� �����
$ 
��� % �� �����% ���� ����� �����
 �� ���

����� 
�� �����
$# ���
 �������  �
� �
 �
�% �	 ��� �� �����% �� 
����% ���

�������
 �� ��� ����� ���� ���� ��� ����� ������# ��� ����������� ���%����� �� ���

�����%��� �
 
���
=�% ���� ��� ������ �� ��%�
 �� ��� ����� ���� �� ��� ������

�� �%��
 �� ��� ����� 
�� ���� �
 �6�� �� ���#

��� ������� �����%��� �
 �
 ��  ��
# �� ��� ����� 
�� �� ����
 �
�� ����
$ ���.

����
 I�
� ��� ���� �
�� ����$ ���� �� ����� �� �� ��
 � ��%% � �%�� �� � ��%% �

��%�! � 
� �� 
����
� ��� ����
 �
�� ����
$ �� ���
 
�� �� ��� �� �  ����� ����

�
�� ����$ ����� ��
 � ��%% � ��%�# �� ��� ����� ���%
! �� 
����
� ��� �� ��.

������ 
��
 �� ����
 ��% 
�� ����
 ���� ��%% � ��%�
# �� �� ��� ������ ����

���� ��
�
/

�	�� �
 *�� ����� �
�� ��
 ��� ����� �������� 	��� ���� � ��

�� �
���

�	�� �
 *�� ����� �
��%�& ��
 ��� ����� ��������%�& 	��� ���� � ��

�� ��
��

�	�� �
 *�� ����� �
��%�& ���+���� � ��

�� ��
�' 	�� ��� ����� �������� ��� �

��

�� �
���

�	�� �
 *�� ����� �
�� ��� � ��

�� �
��' 	�� ��� ����� ��������%�& ���+���� �

��

�� ��
��

� ������ �� ��	 �� %�
������� ��� ��%�
 �� ��� ����� ���� ������� 	 �� ���


������ �� ��� ����� �� 	���! ��� ��� ������� �����%��� �
 ��� 
� 
����

�� ��


��� ��
�
# �� ��� ��  ����� �� %�
����� ��� ��� ������� �����%��� ����
 ��

���� ��
�! ��% ��� ���� 
����

�� �� �
 �� 
���
�	 ��� ������� ��%� %�
���������

���������#

���( �� �� ���
 ��
� ��� ����� 
��
 �� ����
 ��% 
�� ����
 ���� ���� � 
��.

� � ������! ��% ����� ������
 ���� ���� ��%% � �%��
# ��� � ��% � �� ���

����� ���� ��% ��� ����� 
�� ����! ��
������� 	# � 
�  �� � � !$ ��% ��� �$ %�����

��� ��%% � �%�� �� � ��% �! ��
������� 	# @� 
��� % �����% �� ��� �������  �
�

���� � � !$ �
 �����% ���� ��� �$# �� %� ���
! �� 
��
������ �%�� � � !$ ���� ����

 �"� !! ����� " �
 � %���	 �����8# @� �����% �� ��� �������  �
� ���� " �


�����% ���� ��� ��%% � ����� �� �%�� ��� �$# ����� ����������� �� ��� � �������!

%���	 �����8 " ��	 ������ �
 � ���% �� �%�� � � !$ �� ��� ����#

��� �� ���$ ��% �� ���$ %����� ��� 
��.���� ��% ��� 
��.
�� ���� ��%���% �	

��
������� �!G� $ ���
�������!� G� $$ ��% ��
����������G�$ ���
����������G�$$!

��
������� 	# @� ��%��� ��� ������
 �� ��� �%��
 �� ��! ��! �� ��% ��# �� %�

���
! ���
�%�� ��! ��! �� ��% �� �
 %������% ����
 ���
� ����
 ���  ! !! � ��% �!

��
������� 	! ��% ��� �%��
 ��� %������% ���� ������
 �� ��� %���# ��� ��  �����

813Bagheri A., Razzazi M.: How to Draw Free Trees Inside Bounded Simple Polygons



�
��%�.��%� 
���
 ��� ��� ������
 �� ��� �%��
 �� 
��.���� �� ��� ��%���%# @�

��� � 
� �
� ���
 �
��%�.��%� ��� ��%����� ��� ������
 �� ��� �%��
 �� 
��.���� ��
�	 ��� �����  ���� !! ��% ��� ��%����� ��� ������
 �� ��� �%��
 �� 
��.
�� ����


�� ��% �� �	 ��� ����� � !  ��% ! ���� �! � ��% �! ��
������� 	#

��
 ���� 
�
����
 �
�� ��� �$ �� ��	��
�� �� 
����
 ��  
��

��
����G��$ K ��
����G� $

��
����G��$ K ��
����G� $���
�!� G� $

������ �$G��$ K ���
����G��$���
����G��$�

� ���$ K ��
� �!G� $ �� ���$ K ��
�!� G� $$ ��% � ���$ K ��
����G�$

�� ���$ K ��
����G�$$ %����� ��� ������
 �� 
��.���� �� ���$ ��% 
��.
�� ����

�� ���$# �����
� � ���$ 
 � ���$ ��% � ���$ 
 � ���$# @� ��  ��� �������

�����%��� �����
��� 	 ���� ��� �� ��% ��! ��% ���� ��� �� ��% ��# ���  �

 �� ��

�� ���$#� ���$�� ���$#� ���$� �
! ��� ���� 
����

�� ��� ������� �����%���

�
 �� 
���
�	��� ��� ������� ��%� %�
��������� ��������� ��% ��� ����� %������ �


	�� %#

���( �� �� ���
 ��
� ��� �����
$ ��% ��� 
�� �����
$ ���� ���� � ��%% � ��%�#

�� ��� ����� 
��
 �� ����
 ��% 
�� ����
 ,����- ���� � 
��� � ������! 
�	 � ��%

� ���� �� �����% �� ��� �������  �
� ���� ��%% � ��%�  �� � �
 �����% ����

��%% � ��%� � �� �#

�� ��� ����� 
�� �� ����
 �
�� ����
$ ��
 � 
��� � ������! 
�	 � ��$! ���� ��

��%��� ��� ������
 �� ��� �%��
 �� ��
 
��.����
 �
��.
�� ����
$ �
 ��  ��
# ��� ��
%�����
 ��� 
��.���� ��%���% �	 ��
�������!� G� $! �����  �
 ��� ��%% � ��%�

��% ! �
 � ��%% �.��������% ��%� �� � ��% ���� %�����
 ��� 
��.
�� ���� ��%���%

�	 ��
����������G�$����! ����� � �
 ��� ��%% � ��%� ��% � �
 � ��%% �.��������%

��%� �� �# �� �� ���� ���� K ������� �$�����# 7�� ���� ��%% �.��������% ��%�

! �� � ! �� ��%��� ��� ������
 �� ��� �%��
 �� 
��.���� ��G ��% ��� ���� ��%% �.

��������% ��%� � �� �! �� ��%��� ��� ������
 �� ��� �%��
 �� 
��.
�� ���� ����#

�� %� ���
! ���
�%�� ���� 
��.���� �� ��% ���� 
��.
�� ���� ���� �
 � %������%

���� ���
� ���� �
 ! ��% �! ��
������� 	! ��% ��� �%��
 ��� %������% ���� ������


�� ��� %���# ��� ��  ����� �
��%�.��%� 
���
 ��� ��� ������
 �� ��� �%��
 ��

��� 
��.����
 ��% ��� 
��.
�� ����
 ��� ��%���%#

��
 ���� 
�
����
 �
�� ��� �$ �� ���
� ��	��
�� �� 
����
 ��

��

�����������
 ��
� ! 
��

��
����G��$ K ��
����G� $

��
����G��$ K ��
����G� $���
� �!G� $

������ �$G��$ K ���
����G��$���
����G��$�

814 Bagheri A., Razzazi M.: How to Draw Free Trees Inside Bounded Simple Polygons



��
 ���� 
�
����
 �
�� ��� �$ �� ���
� ��	��������� ���� ����� �� 
����
 ��

��

�� ��
� � ��
 �����
�� ��

�����������
 ��
� � 
��

��
����G����$ K ��
����G�$

��
����G����$ K ��
����G�$���
����G�$ L �����G�$

������ �$G����$ K ���
����G����$���
����G����$�

��� � ���$ K ��
�!� G� $ ��% � �����$ K ��
����G� $ L �����G�$ %�����

��� ������
 �� 
��.���� �� ��% 
��.
�� ���� ����! ��
������� 	# �� ��� ����� 
�� ��

����
 �
�� ����
$ ��
 � 
��� � ������ ���� �� �

��� ��
 
��.����
 �
��.
�� ����
$!

�
 %�=��% �����! �� ��� 
��
 � 
� �� �

��� ��� ����� ����
 �
�� ����
$ �� ��� 
��
!

���� �� ��  ��� ������� �����%��� ��� ���� 
��# &����
� 	 
�������! �� �

��� ���

����
 �� ��� 
��.����
 ��% ��� 
�� ����
 �� ��� 
��.
�� ����
 �� ��� 
��
 �� ����
!


�	 $�� ��% $��! ��% �� ��� 
��
 �� 
�� ����
! 
�	 $�� ��% $��! ��
������� 	!

����� ��� �� ����% �
 ���� �
 ��

�� � ���� ��
���� �� 
�� �� ��� ������
 ��

����� ������
# ��� � �$� $ K
�

�����
� ���$ ��% � �$�$ K

�

�����


� �����$#

�����
� � �$��$ 
 � �$��$ ��% � �$��$ 
 � �$��$# @� ��  ��� �������

�����%��� ���� ��� $�� ��% $��! ��% ���� ��� $�� ��% $��# � ���	 �� 
���

��
�
! �� ��	 ��� ������ ��
� �
 �� �� �

��� ��� ����
 ��% ��� 
�� ����
 ��

���� ���� ,���- 
��
! ����� ��� 
��� ����	 �� %� ��� %�
��

 �� ����# ���  �



�� �� �� �$��$#� �$��$ �� �$��$#� �$��$� �
! ��� ���� 
����

�� ��� ���.

���� �����%��� �
 �� 
���
�	��� ��� ������� ��%� %�
��������� ��������� ��% ���

����� %������ �
 	�� %#

���( #� �� ���
 ��
� ��� �����
$ ��
E���� � ��%% � ��%�! ��� ��� 
�� ����

� ��
 � ��%% � �%��! 
�	 ��� �$# ��� �� ���$ %�����
 ��� 
��.
�� ���� ��%���% �	

��
����������G�$ ���
����������G�$$# ��� ������
 �� ��� �%��
 �� 
��.
�� ����


�� ��% �� ��� ��%���% �
 �� ��
� 1# ��� � ���$ K ��
����G�$ %�����
 ���

������ �� 
��.
�� ���� ��# �� ��� ����� 
�� �� ����
 ��
 � 
��� � ������! 
�	

� ! ���� ��� ������
 �� ��� �%��
 �� ��
 
��.����
 ��� ��%���% �
 �� ��
� A! ��%

�� �����% �� ��� �������  �
� ���� ��� ��%% � ��%� �� ��� ���� �
 �����% ����

��� ��%% � ����� �� ��� �� ���% ��%% � �%�� �� ��� 
�� ����# ��� �� %�����
 ���


��.���� ��%���% �	 ��
�������!� G� $! �����  �
 ��� ��%% � ��%� ��% ! �
 �

��%% �.��������% ��%� �� � # � 
�!  �� � ���$ K ��
�!� G� $ %�����
 ��� ������

�� 
��.���� ��#

�� ��� ����� 
�� �� ����
 ��
 � 
��� � ������ ���� �� �

��� ��
 
��.����


�� ��� 
��
 � 
� �� �

��� ��� ����� ����
 �� ��� 
��
! ���� �� ��  ��� ���.

���� �����%��� ��� ���� 
��# &����
� 	 
�������! �� �

��� ��� ����
 �� ��� 
��.

����
 �� ��� 
��
 �� ����
! 
�	 $�� ��% $��! ����� ��� �� ����% �
 ���� �


��

�� � ���� ��
���� �� 
�� �� ��� ������
 �� ����� ������
# ��� � �$� $ K�
�����

� ���$# �����
� � �$��$ 
� �$��$ ��% � ���$ 
� ���$# @� ��  ���

������� �����%��� ���� ��� $�� ��% ��! ��% ���� ��� $�� ��% ��# ���  �



815Bagheri A., Razzazi M.: How to Draw Free Trees Inside Bounded Simple Polygons



� ################# ���I

������ #� &���� ��  ���� A

�� �� �� �$��$#� ���$ �� �$��$#� ���$� �
! ��� ���� 
����

�� ��� �������

�����%��� �
 �� 
���
�	��� ��� ������� ��%� %�
��������� ��������� ��% ��� �����

%������ �
 	�� %#

���( $� �� ���
 ��
� ��� 
�� �����
$ ��
E���� � ��%% � ��%�! ��� ��� ����

� ��
 � ��%% � �%��! 
�	 � � !$# ��� �� ���$ %�����
 ��� 
��.���� ��%���% �	

��
�������!� G� $ ���
������� �!G� $$# ��� ������
 �� ��� �%��
 �� 
��.����
 ��
��% �� ��� ��%���% �
 �� ��
� 1# ��� � ���$ K ��
� �!G�$ %�����
 ��� ������

�� 
��.���� ��# �� ��� ����� 
�� �� 
�� ����
 ��
 � 
��� � ������! 
�	 �! ����

��� ������
 �� ��� �%��
 �� ��
 
��.
�� ����
 ��� ��%���% �
 �� ��
� A# � 
�! ��


��
������ ��%% � �%�� � � !$ �� � ���� ����  � " � !! ����� " �
 � %���	

�����8! ��% �� �����% �� ��� �������  �
� ���� " �
 �����% ���� ��� ��%% �

��%� �� �# ��� ���� %�����
 ��� 
��.
�� ���� ��%���% �	 ��
����������G� $����!

����� � �
 ��� ��%% � ��%� ��% � �
 � ��%% �.��������% ��%� �� �# � 
�!  ��

� �����$ K ��
����G�$ L �����G�$ %�����
 ��� ������ �� 
��.
�� ���� ����#

�� ��� ����� 
�� �� 
�� ����
 ��
 � 
��� � ������ ���� �� �

��� ��
 
��.


�� ����
 �� ��� 
��
 � 
� �� �

��� ��� ����� 
�� ����
 �� ��� 
��
! ���� ��

��  ��� ������� �����%��� ��� ���� 
��# &����
� 	 
�������! �� �

��� ��� 
�� �.

���
 �� ��� 
��.
�� ����
 �� ��� 
��
 �� 
�� ����
! 
�	 $�� ��% $��! �����

��� �� ����% �
 ���� �
 ��

�� � ���� ��
���� �� 
�� �� ��� ������
 �� �����

������
# ��� � �$�$ K
�


�����

� �����$# �����
� � �$��$ 
 � �$��$ ��%

� ���$ 
� ���$# @� ��  ��� ������� �����%��� ���� ��� �� ��% $��! ��% ����

��� �� ��% $��# ���  �

 �� �� �� ���$#� �$��$�� ���$#� �$��$� �
! ��� ����


����

�� ��� ������� �����%��� �
 �� 
���
�	��� ��� ������� ��%� %�
���������

��������� ��% ��� ����� %������ �
 	�� %#

��� ��  �����  ���� 
���
 ���� ��� ������
 �� ��� �%��
 �� ��� 
��.
�� ����


��% ��� 
��.����
 ��� ��%���% ������� 	 �� 
��� �# ��� ���� ���� �8��	 �� 
��� �

�
 
����% �	  ���� C#

816 Bagheri A., Razzazi M.: How to Draw Free Trees Inside Bounded Simple Polygons



'������ *�� ������� �� ��� �
��� �� ��� ��	���������� ��
 ��� ��	��
��� �
�

��
���
 ��

����� �� ���� ��

(
���� @� 
��� ���� ��� ��%����� �
��%�.��%�
 ��� �������# �� �  ��� ���� ��
�


�� 
��� �! �� ��� ����� 
��
 �� ����
 �� 
�� ����
 ���� ���� ���� ��� ������ ����

����� �
 ������� �� %�! �������
� �� ��� ������ ���� � ���� � �� � 
�� ���� �! �

��%% � �%�� � � !$ �� � ��%% � ��%�  ��% � ��%% �.��������% ��%� !! ��% 
���


��.����
 �� 
��.
�� ����
 ���
� ������
 
��� % �� ��%���%# @� ��� 
������(�

�  ��� ��

�� � ��
�
 ��� ��%����� ��� ������
 �� ��� �%��
 �� ��� 
��.����
 ��%

��� 
��.
�� ����
 ���� ��� ��
�
#

��
� �! �� ����� � 
��.���� �
��.
�� ����$ �
 �������% �� ��� ����� ����
 ��

���� � �
�� ���� �$ ������� �%�� � � !$ ��% ��� �%�
 ��%� ! ��� ��� ��%�  #

���
�%����� =���� C!  �� �� ���$ %�����
 ��� %������% 
��.���� �
��.
�� ����$

��%���% �	 ��
�������!� G� $ ���
�������!� G�$$ ���
� ���� �
 ! ��% ��
 �%��


��� %������% ���� ������
 �� ��� %���# 7�� ���� %������% �%�� ��� �$ �� 
��.����

�� �� ���� ��
����������G� $ K ��
����������G��$ ��% ��
����������G� $ K

��
����������G��$���
������� �!G� $# ����� 
��
 �� ��% �� ��� %�
�����! ���� ���

%�=������ �� ������
����G� $ K ��
����G��$L��
� �!G� $ ��% ��
����G��$ K

��
����G� $# 5����
� �� 
	�����	! ��� ����� 
�������� �
 ������� �� �%�� ��� �$

�� ���
 �� 
��.���� ��# � 
� �� �
 ������� ��� 
��.
�� ����
 �� ��% ��! 
����

��
������ ��% ��
 %�=������
 ��� %�=��% ��� 
��� ��� ����
 ��% 
�� ����
#

��
� ��! �� ����� � 
��.
�� ���� �
 �������% �� ��� ����� ����
 �� 
�� ���� �

������� �%�� � � !$ ��% ��� �%�
 ���� ��%�
  ��% !# ���
�%����� =���� C!  ��

���� %�����
 ��� %������% 
��.
�� ���� ��%���% �	 ��
�������!� G�$�� � ���
�

���� �
  ��% ��
 �%��
 ��� %������% ���� ������
 �� ��� %���# 7�� ���� %������%

�%�� ��� �$ �� 
��.
�� ���� ���� �� ���� ��
����������G�$ K ��
����������G����$

��% ��
����������G�$ K ��
����������G��$���
������� �!G�$# @� ���� ���� K

�� ��� � !$��� �! 
� ��
����������G����$ K ��
����������G��$�� �# ����� 
��


�� ��% �� ��� %�
�����! ���� ��� %�=������ �� ���� ��
����G�$ K ��
����G��$L

��
� �!G�$ ��% ��
����G��$ K ��
����G�$# ���� �� ���� ��
����G�$ K

��
����G����$����� G�$ L ��
� �!G�$# )���"�

'����#� *�� ���� ���������� �� ���� � �� ����L�$� �����������$$' ���
�

� �� ��� ���	�
 �� ��
����� �� ��� ����� ������� ��
 � �� ��� ���	�
 �� ��
��

�� ��� ����� �
���

(
���� �� ��� ���� ��
�
 �� 
��� �! �� ��	 �� ���%�% �� =�% ��� ��%% � ��%�
 ��

��� ��%% � �%��
 �� ��� ����� 
�� ���� ��% ��� ����� ����! ����� ��� �� %��� ��

��� L �$ ����# � 
�! �� ��	 �� ���%�% �� ��%��� ��� ������
 �� ��� �%��
 ��

��� 
��.
�� ����
 ��% ��� 
��.����
! ����� ��� �� %��� �� ���L�$ �	 ��� 	���

��� �7� �����% ���� ��� ���� 
��.
�� ���� ��% ���� 
��.����# @� �

��� ���


��.
�� ����
 ��% ��� 
��.����
 �� ��� 
��
 ����� ��� �� ����% ��% �� ��  ���

������� �����%��� �����
��� 	! 
� ��� ���� ���� �8��	 �� 
��� � ��� �� 
����%

817Bagheri A., Razzazi M.: How to Draw Free Trees Inside Bounded Simple Polygons



�	 ��� ���������� �6������ � ����$ K ���L�$ L A�� ��#A��#A$# �� ���� ���


�6������! �� ���� ���� L �$�  �����������$$ �
 ��� ���� ���� �8��	 �� 
���

�# )���"�

���� �� ����)��� �	�  �������� !��"��� �	� �
��� �� �	� ���� ��
 �	�

��
�� �� �	� ��������

5����� ��� 	��� ��� �� �����%! �  ��� ��%�
 �� ��� ����! ����� ��� ��� �%�% ��

��� �������  �
� ��� � ���% �� ��� �� ���% �����
 �� ��� 
�� ����# ��� ��� � �
�
�

 �����% ��%� �� � ���� ��%� �� �� � ���%	  �����% ��%� �� ��� ���� ����� ��


��� 
�����
� �����.��������� %�
����� ���� ��� ����� ��%�! ����� �  ��� �����.

��
 	  �����% ��%�
 �� ��� ����# �  ��� �� �����% ��%�
 �� ��� ���� ��� � ���%

�� ���  �������
 �� ����� � �
�
�  �����% ��%�
# ����� �  ��� ��%�
 �� ��� ����

��� ������  	  �����%! �� ��� ����� �� 	��� �
 ���.�����8! ����� �
 ��� ��

��� ��	

�� ���

��� ������� ��� �%��
 �� ��� ���� ��% ��� ���%�� �� ��� �� 	���# �� ���


�
 ��� ��
�! �� ������ ���
� ���

���
 �	 �����%����� 
��� %���	 ��%�
 ��%

���%��� ��� ���

��� �%��
 �� ��� ����# �� ����� ���%
! ��  �	 ���
� 
������
 ��

��� ���

��� �%��
 �� ��� ���� �����  �� ���
�%� ��� �� 	��� �� ��� ����%��	 ��

��� �� 	��� �	 �%%��� 
��� %���	 ��%�
 ��% ���%��� ��� ���

��� �%��
 ��

��� ����# 5	 ��� 	��� ����%��� �� ���������� �� ������ ������� ����%�����
# ���

��
� ���� ���=�������� �
 ��� ������ ���=�������� �� ��� �� �����%#

���� �� ���"��� �	� ���� ����� �	� �� ���	�
�

@� �
� ��� �� �����% �� %��� ��� ���� ��
�%� ��� ����� �� 	���# @� ��	 ��

���� ��� ��%�
 �� ��� ���� � �
� �� ����� �����
���%��� �����
 �� ��� 
�� ���� �	

�����%����� 
��� ������ =8�% ��%�
 ��% ������ �%��
# �
 ��� � ������� ���%�


��� �� �����%! �� ��� % ������� ����� �%�� ���

���
! ���� ������� ��%� %�
.

���������! ��% �
��  	 ���� 
	�������
 ���� ��� �8���%�% �� � �������#

� ����	�� �
�����

�� ���
 
������! �� ������� ��� %������
 �� ��� � ������� �� ���
� �� ��� �8.

���%�% �� � �������# �� ��� �8��� �
 �  �
�����% ����! 
��� ���%�� ���� ����


����� ��� ��������% �	 ��� ���%�� ���� ���� ��������� ������� ��� %���� �	

��� � ������� ��% ��� �8���%�% �� � �������# ���
� ����
 ��� %���� �� � A%

���% �� 
�(� ><F � 9>F ����� �
 ����%�% �	 
��� �����8! ����� ����� ��% ���.

���� �� 	���
# ;�� � ������� ��% ��� �8���%�% �� � ������� ���� �
� ��� 
���

����
 ��% ������
 ��� ��� ��
� �������� �� ��� �� �����%# '�����(����� �� ���


��
� ��������  ��%
 �� ������(����� �� ��� ������ �� �%�� ���

���
! ��% ���.

���� ��%� %�
���������# ��� �
 �  �
����� 
��� %������
 �� ��� � ������� ��% ���

�8���%�% �� � �������#

7����� > 
���
 ��� %������
 �� � 3.��%� ���� ��� �����	 ���� �	 ��� �8.

���%�% �� � ������� �>.�$ ��% �	 ��� � ������� �>.�$# ��� 
�(� �� ��� ����%���

818 Bagheri A., Razzazi M.: How to Draw Free Trees Inside Bounded Simple Polygons



�# ��� �� � ������� �# ;�� � �������

7����� >/ ������� �� � 3.��%� ���� ��� �����	 ���� �	 ��� �8���%�% �� � ��.

����� ��$! ��% �	 ��� � ������� ��$#

������� � �
 1FF� AFF# �
 ��� �� 
���! ��� %������ �
 ����� ���� ��� %������ ��

��� �8���%�% �� � �������# ���
 �
 %�� �� ��� 
	�����	 ��% ��� ������� ��%�

%�
��������� �� ��� %������ ����� �
 �������% �	 �
��� ��� ���������� ������.

���
 �� ��� ����%��� �� 	��� �	 ��� ������� �����%���# �� ���
 �8��� �! ���


�������� �� ��� ����� ���� ���� ��� 	 ������
 ��� 
�������� �� ��� 
�� ���� ��

��� ����� �� 	���! ��% �����
� �� ���
 �� ��� 
��� � ���� %������#

� ������ �� %� ��� ���
�%�� 
	�����	 �
 � ���%�=��% ��� ! ��� ��� � ��.

����� ��� �8� ��� 
��� 
	�������
 ���
��� �� ���� ��� ����� ����
 ��% ��� �����

�� 	���
# ��� 
������� 
�� ���� �� � 
	������� �� 	��� �
 �����  	 
	�������#

� 
�! ��� %�=������
 �� ��� ������
 �� ��� �%��
 �� ��� 
�� ���� ��% ��� ���� ��.

B��� ��� 
	�������
 �� ��� 
�� ���� ��% ��� ����# ��� ������� �����%��� ����


��� ��%�
 �� ��� ���� ���� ��� �����
 �� ��� 
�� ���� �
��� ���
� ������
! ��%

�8� ���
 ��� 
	�������
 �� ��� �� 	��� ��% ��� ����#

�����
� ��� ����� �� 	��� ��% ��� ����� ���� ��� 
	�������� # �� �  ���

��%�
 �� ��� ���� ��� �����% ���� ��� �����
 �� ��� 
�� ���� �� ��� �� 	��� ����

��� � ������� ���%���
 � 
	������� %������# ;������
�! 
��� ��%�
 �� ��� ����

������ �������% ��% ��� �� �����% �
 ���� �� %�������� ����� ��
�����
# ��

���
 ��
�! ��� %������ �� ��� �����% ��%�
 ��� 
	�������! ��� �� ��� ��� 
�	

��	����� ����� ��� 
	�����	 �� ��� %������ �� ��� �������% ��%�
#

��� %������ �� � 9C.��%� ���� ��� �����	 ���� �	 ��� �8���%�% �� � �������

��
�%� � 
6���� �
 
���� �� =���� :# �
 ��� �� 
���! � ������ ��� ���� �
 � ����!

��� %������ �� �� �	 ��� �8���%�% �� � ������� �
 ��� � ����# ��� %������ ��

���
 ���� �	 ��� � ������� �
 
���� �� =���� 9# ��� 
�(� �� ��� ����%��� 
6����

�� ���
� �8��� �
 �
 >FF� >FF# ;�� � ������� %���%�
 ��� ����� ���� ���� 
���

� �
���
 �� ��%�
 ��% %�
�������
 ��� ��%�
 �� %�?����� ����
 �� ��� %������

������# �� ��� %������
 �
��  	 ���� ����� �%�� ���

���
 ���� ��� %������
 ��

��� �8���%�% �� � �������# �� ���
 �8��� �! ��� 
�� ���� ��
 : ��%�
 ��% ���

819Bagheri A., Razzazi M.: How to Draw Free Trees Inside Bounded Simple Polygons



7����� :/ ������� �� � 9C.��%� ���� ��� �����	 ���� �	 ��� �8���%�% �� � ��.

����� ��
�%� � 
6����

7����� 9/ ������� �� � 9C.��%� ���� ��� �����	 ���� �	 ��� � ������� ��
�%� �


6����

���� ��
 9C ��%�
! ��% I�
� : ��%�
 �� ��� ���� ��� �����% ���� ��� 
�� ����#

�
 ��� �� 
��� �� =���� 9! ��� %������ �� ��� : �����% ��%�
 �� ��� ���� �



	������� ��� � ��� %������ �� ��� ����� �������% ��%�
 �
 �
	�������#

7�����
 3! <! 2 ��% 1F �  �
����� ��� %������
 �� � C1.��%� ���� ��� �����	

���� ��
�%� �.
����% ��% @.
����% �� 	���
 �	 ��� � ������� ��% �	 ��� �8.

���%�% �� � �������# ��� 
�(�
 �� ��� ����%��� ������� �
 ����� ��� �%�
 ���

820 Bagheri A., Razzazi M.: How to Draw Free Trees Inside Bounded Simple Polygons



7����� 3/ ������� �� � C1.��%� ���� ��� �����	 ���� �	 ��� � ������� ��
�%� �

�.
����% ����� ����� �� 	���

7����� </ ������� �� � C1.��%� ���� ��� �����	 ���� �	 ��� �8���%�% �� � ��.

����� ��
�%� � �.
����% ����� ����� �� 	���

�.
����% ��% ��� @.
����% �� 	���
 ��� CFF�>FF ��% AFF�>FF! ��
������� 	#

��� �
 ���
��� ��� �8��������� ��
� �
 ����� ��� ������� ����! ��� ������

�� �%�� ���

���
 ��% ��� ��%� %�
��������� �� ��� � ������� ��% ��� �8���%�% ��

� �������# @� ��������% ��� �8�������� �� � &� ���� � :FF'+M ���� ''N

�����

�� ��% � 9>'5 �� ��'! ������� @��%��
 2<# @� ��������% 1F �����


�� ���%�� ���� ����
! ���� ����� ���
�
���� �� 1F ����
# ��� ����
 �� ������ ��

����� �! � K 1� ���� 1F! ���� 1F� � ��%�
# ��� %����� �� ��� ��%�
 �� ��� ����
 �


821Bagheri A., Razzazi M.: How to Draw Free Trees Inside Bounded Simple Polygons



7����� 2/ ������� �� � C1.��%� ���� ��� �����	 ���� �	 ��� � ������� ��
�%� �

@.
����% �� 	���

7����� 1F/ ������� �� � C1.��%� ���� ��� �����	 ���� �	 ��� �8���%�% � �������

��
�%� � @.
����% �� 	���

�� ��
� 1F# @� � 
� ���
�%���% =�� ������� �� 	���
 �
 ��� ����%��� �� 	���
#

���
� �� 	���
 ��� 
���� �� =���� 11# @� �8�����% ��� � ������� ��% ���

�8���%�% �� � ������� �� %��� ���
� 1FF ���� ����
 ��
�%� ���
� : �� 	���
# @�

�������% ��� ��
� 1F ����
 ��% �������% ��� ������� ������� ����! ��� �������

������ �� �%�� ���

���
 ��% ��� ������� ��%� %�
���������# @� �
�% ��� �����
��� 1FFF#%�

��� ��� ��� ������ ��� ��%� %�
���������! ����� %��� �
 ��� ��� �%���

%�
����� ������� ��%�
 � ��% �# ���
 ���� � 
� ��
 ���� �
�% �� ��� ���� ���

��%� %�
��������� �� 0����%
�� ��% +��� 12294#

�� ���
��� � 
�����	 �� ��� ��
� ��
� �
! ��� ��
� �
 �� ��� ��
� ��� �� 	���


�� ��% �� ��� 
���� ��������  	 �� ��� �
 :! ��% : ��% ��������  	 �� %������
 1A

������� 13# ��� �#7#�#! �#�#J#! �#J#�# ��% �#�#�# %����� ���%�� 7��� ����!

������� ���

��� J�����! ������� J�%� ��
��������� ��% ������� �������

���� �� 
����%
! ��
������� 	# �
 ��� �� 
��� ���� %������
 1A ������� 13!

822 Bagheri A., Razzazi M.: How to Draw Free Trees Inside Bounded Simple Polygons



��

�� �	

�
 ��

������ ��� 5���%��� �� 	���
 ��! ��! �	! �
! ��% ��

��� %������
 ���� ����� �%�� ���

���
 ��% ������ ��%� %�
��������� ���� ���

%������
 �� ��� �8���%�% �� � �������# ���
 �
 %�� �� ��� �(��� ��� ���������� 

���������
 �� ��� ����%��� �� 	���
 �	 ��� � �������# �� ������! ��� � �������

�
�
 ��� ���� � �8��� ���� �� %� ��� I��! ����� �
 %�� �� ��� ���� �����������


���� �
 �����% �	 %���	 ��% ������ �������
 ��% �%��
 ����� ��� � �������

�%%
 �� ��� ������� ����
#

823Bagheri A., Razzazi M.: How to Draw Free Trees Inside Bounded Simple Polygons



;�� � ������� �8�# �� � �������

�#7#�# �#�#J# �#J#�# �#�#� �#�#J# �#J#�# �#�#�

1F.��%� F C#31 :A9#1> F 1:#:C <#22

AF.��%� F C>#<: AC<#3> F C2#1F >F#19

CF.��%� F :9#:F A>1#3F F 32#31 1F<#22

>F.��%� F 1F:#1F >:A#<1 F 1><#C< A>F#C2

:F.��%� F 1<A#AF 391#<9 F#9 A99#FC >C>#<C

9F.��%� F CFA#3> 1199#31 F#9 C<<#>> 31>#:1

3F.��%� F >>A#>1 1::F#>C 1#9 3C1#C< 11A<#A9

<F.��%� F#A :9F#2< AF3<#12 1#> 231#FC 192A#A1

2F.��%� F#A 9<>#>< C1:9#AF A 1A22#9< AC1<#C3

1FF.��%� F#> <31#CF >9C3#<C A#A 1:>:#32 C1A>#A<

��� � 1/ �8��������� ��
� �
 �� ������� ��� � ������� ��% ��� �8���%�% ��

� ������� ��� %������ ���� ����
 ��
�%� �� 	��� ��

;�� � ������� �8�# �� � �������

�#7#�# �#�#J# �#J#�# �#�#� �#�#J# �#J#�# �#�#�

1F.��%� F#> C#F2 12>#:3 F 12#C: 1F#<C

AF.��%� F CC#1: 3C#C1 F CC#F< >C#1:

CF.��%� F#9 <C#>3 1<:#:A1 F 22#9F 119#3:

>F.��%� F 1CC#C3 >A:#3< F 19F#<: A><#<F

:F.��%� F AA1#9> 9A2#FA F A93#<C >>:#AA

9F.��%� F#A C33#A9 1FA:#FF F#A CCF#<1 392#AF

3F.��%� F :19#23 1>11#A2 F#9 91F#>F 1133#AC

<F.��%� F#A 9<3#99 AA>>#>1 1#9 <F>#F2 199C#>:

2F.��%� F#> <9<#:3 A32<#2:1 1 1A>1#AA A>>:#29

1FF.��%� F#> 11AA#>9 >C<9#91 C#< 1:F<#<9 A222#><

��� � A/ �8��������� ��
� �
 �� ������� ��� � ������� ��% ��� �8���%�% ��

� ������� ��� %������ ���� ����
 ��
�%� �� 	��� ��

824 Bagheri A., Razzazi M.: How to Draw Free Trees Inside Bounded Simple Polygons



7����� 1A/ ������� ���

��� J����� �� ;�� � ������� ��% ��� �8���%�% ��

� ������� ��
�%� &� 	��� ��

7����� 1C/ ������� ��
��������� �� ;�� � ������� ��% ��� �8���%�% �� � ��.

����� ��
�%� &� 	��� ��

825Bagheri A., Razzazi M.: How to Draw Free Trees Inside Bounded Simple Polygons



7����� 1>/ ������� ������� ���� �� ;�� � ������� ��% ��� �8���%�% �� � .

������� ��
�%� &� 	��� ��

7����� 1:/ ������� ���

��� J����� �� ;�� � ������� ��% ��� �8���%�% ��

� ������� ��
�%� &� 	��� ��

826 Bagheri A., Razzazi M.: How to Draw Free Trees Inside Bounded Simple Polygons



7����� 19/ ������� J�%� ��
��������� �� ;�� � ������� ��% ��� �8���%�% ��

� ������� ��
�%� &� 	��� ��

7����� 13/ ������� ������� ���� �� ;�� � ������� ��% ��� �8���%�% �� � .

������� ��
�%� &� 	��� ��

827Bagheri A., Razzazi M.: How to Draw Free Trees Inside Bounded Simple Polygons



� �������	��

�� ���
 �����! �� ����
������% �� 	 ��� ���% %������ �� ���� ����
 �� 
������
 ��

������ 
��� � �� 	���
 �	 ����
 �� ��� 
������� 
�� ����
 ��% ��� 
��� ���%

����� ��� �����%# @� ����
�% �� ��������� ������� ��%� %�
��������� ��� � ��

� 
� ����% �� ������� ������� �%�� ���

���
# � ������! �� %�% ��� ���
�%��

��������� 
	�����	 �
 � ���%����	 ��
�! ��� ��� � ������� ��� % �8� ��� 
���


	�������
 ���
����% �� ���� ��� ����� ����
 ��% ��� ����� �� 	���
#

�� ��� ���� �%��! ��� ���� �
 ��� =�
� ������� �� %��� �� � �������
 ����

%��� �����
 �� A% ���%
 ����� ��� ����%�% �	 
��� � �� 	���
# ;�� �8�������.

�� ��
� �
! �������% �	 ������� ��� � ������� ��% ��� �8���%�% �� � ������� ���

1FF ���%�� ���� ����
! 
����% ���� ��� � ������� ���%���
 ����� �%�� ���

���
!

���� ������� ��%� %�
���������! ��% �
��  	 �8� ���
 ���� 
	�������
 ���� ���

�8���%�% �� � �������# ��� ��
� �� ���
� �����������
 �
 ��� ��� ���� � ����

������� ���� �� ��� � �������#

� ���"��
������

���
 ��
����� ��
 �� ���� 
�������% �	 � ����� ���� �#&#'#�J�# ��1C<C.>.1$#

@� ��� %  ��� �� ����� ;
��� ������ (�� ������"���#��.���(#��#��$! ������ ;�.

%�(� �� �8��%�(� "�� #����#�($ ��% &��� 7� �� ��� �� "�� #����#�($ ��� �  �����

�
 �� �
� ����� 
������� 
�� ���� ��� ����������
# @� � 
� ��� %  ��� �� �����

5��(�� '�(�?��� ��� �� ���� �
 �� ��� ����� ��� � �������
#

�
 
�
��
�

(#����
�)�	 ��� #�	�������	 *++', #����
�)�	� -�� ��� #�	�������	� $�./"�	�����
"�����
�� �
	  ���	�� 0
���
��� $���	�� �� ��� 0����1� 0	
�� ��� #��� ���� �
���
�
������� ��� �
������
	��� 2�-�--3�+'4� 5����	� 3
��� �� �
�����	 "������
253�"4*6+6� "�	����	 � ��� **7�*�'� *++'�

(#����
�)�	 �� ��� *++&, #����
�)�	� -�� #�	�������	� $�� #���	��� !� ���  �	���	� 8�.
/# 3
��� ���� 
� "�����
� �
	 0
���
��1� 9
�	��� 
� :����	��� �
�����	 "������
*2*�4� ��� 7&��7'*� *++&�

(8
�	�� *+;;, 8
�	��� 0�./����������� ��� �	�� ��� ����	
�� 
� � �
���
�1�
����.<<


��
���������<���	
�
��<��
�	��<��
���	�< �
���	��<� *+;;�

(8	�������	� *++7, 8	�������	�� $� 9�./ 	��� ������	��� �. ������ 
� ���=���1� 0	
�
�������� 
�  	��� !	�
��� +7� 53�" *%&%� *++7�

(8	�������	� ��� "�� *+++, 8	�������	�� $� 9� ��� "��� #�./ 	��� ������	��� ��.
�	��� 
� ���=��� 
��� "�)� 8
����1� ����.<<


����
���������������������<�	<
���	�����>���	�����	<8	�������	�<���������
���<� *+++�

(���� *+++, ����� �� >�./# 3��	�5��� #	�� 8
��� �
	 !	�
��� 8���	� �	���1� ��
0	
�������� 
� ��� *6�� #�>�"�#> "���
���� 
� !���	��� #��
	������ ��� *'*�
*';� *+++�

(���� �� ��� *++&, ����� $�� "�
������ 9� ��� ����� �� #�./$������ ��� >����� #���

� � "����� 0
���
� �� 5����	 ����1� 0	
�� '�� #��� ���� "���� #��
	����� ���
�
�������
� 2�"##� +&4� 5����	� 3
��� �� �
�����	 "������ *66?� ��� %;%�%+*�
*++&�

828 Bagheri A., Razzazi M.: How to Draw Free Trees Inside Bounded Simple Polygons



(!�����
� ��� @�	�� *++', !�����
�� A� ��� @�	��� !�./!	�
���  	���� 3����� :����
"�������� #��������1� #�> �	�������
�� 
�  	������ *&2?4� ��� %6*�%%*� -��
��	
*++'�

(!� 8������� �� ��� *++?, !� 8��������  �� B����� 0�� ��������� A� ��� �
����� ��  �.
/#��
	����� �
	 !	�
���  	����. �� #��
����� 8����
�	����1� �
�������
���  ��

���	�. ���
	� ��� #��������
�� ?2&4� ��� �%&��;�� *++?�

(B���� ��� $��� *++', B����� 0� ��� $���� C� ��./>��������� D������)���
� 
� �����
��	��  	����1� "���
���� 
�  	��� !	�
���  !�+'� ��� "� �� 3
	��� 53�" **+6�
��� *6*�**�� *++'�

(B���� �� ��� *++', B����� 0�� $���� C� �� ��� 5��� E�./"�	������5��� !	�
��� #��
�
	����� �
	 @��	�	������  	���� ��� ������	��  	����1� "���
���� 
�  	���
!	�
���  !�+'� ��� "� �� 3
	��� 53�" **+6� ��� **%�*�;� *++'�

(B���� �� ��� *+++, B����� 0�� $���� C� �� ��� 3����
���� @�./!	�
��� ������	��
 	���� 
� �� -	��
�
���  	��1� 9
�	��� 
�  	��� #��
	����� ��� #��������
��
%2?4� ����.<<


�����	

�����<���������
��<F���<� ��� %��+� *+++�

(B�����	� �� ��� *+++, B�����	�� 9�� "��� #� ��� 8	�������	�� $� 9�./ 	��� ������	���
:���� !��������G ���=���1� 7�� ����	����
��� "���
���� 
�  	��� !	�
��� 2 !�
++4� 53�" *7%*� ��� +;�*6'� "�������	 *+++�

($����� ��� -��	)���� *++;, $������ 0� ��� -��	)����� "�./"�	����� "�����
� ������
�������
�1� 0	
�������� 
� "�	��� �
���	���� 
� �
�����	  	������� �"83 ;6�
��%�6;%7�?� ��� �*6��*;� ����.<<


�����������)<0��������
��<������������+;�����)�
*++;�

(0�	����� *++7, 0�	������ @�./����� #�������� @�� ���  	������ BH��� 
� @����
:���	��������I1� &�� "���
���� 
�  	��� !	�
���� A
��� ������ 53�" *%&%� ���
�?;��'*� "�������	 *;��6 *++7�

(A
��
	
��� ��� "�� *++7, A
��
	
���� �� ��� "��� #�./ 	��� ������	��� :����
>����
�� A���
 ���1� 0	
�������� 
�  	��� !	�
��� "���
����  !�+7� 53�"
*%&%� A
��� ��� �+*��+'� "�������	 *++7�

829Bagheri A., Razzazi M.: How to Draw Free Trees Inside Bounded Simple Polygons


