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!	� � �����	� � 	� σ �� 	�����	 *���� �	���	 '������� �� 	��� ���	�� )�		

'����� �	��������' 
���� (	 �	���	� (� ��������� � �	���� �� '��	 *��� 	�	��

	����� �� 	��� ��
	� (�� ��� 
��	� ��	 ��� �	:���	 ���� ��� � ���	�

�	�*		� 	�����	 *	 ��&	 � �	������ � �� ����	����� � �����
	����� )�	

	
����� �� ����	����� *��� �	'	�� �� ��	 �''�������� ��� ��	 �����	 �� ���

���	������ '��	� (�� � *��� ��*�� (	 �

	���� ��� �	P	.��	� <���	����� ���

(	 �	?�	� ���� 
��	 '	�����L	� �	������� � ��� 	.�
'�	 �� ��	 �<<F �����

?������ �� /����	�� 	� ��� 233;6 *�	�	 ��	�	 ��	 	���� ��	 ���	 ������	�����

� ��
���	� � �� �'����� �� ��	 �����*��� ����?������� ��� �	������ � *����

������	 ��	 ��� 	�	� ��	 *������ ��� )�	 '����� ����	����� �	������ *��� (	

�������	� ������� (� � ���� ���	 � �� �����	 8�

!	� x ��� y �	���	 �*� 	�����	 ∈ σ�

x �� y 
	�� x � ������	��	� �� y

x �� y 
	�� x � 	.�	������ ����	��	� �� y

x ��� y 
	�� x � � ����	����� '��'	� '��� �� y

x ���� y 
	�� x � � ��������	����� '��'	� '��� �� y

x �� y 
	�� x � '�������� ��	���' y

x �� y 
	�� x � 	:��� �� y

x ���	 y� 
	�� y � � ����	����� '��'	� '��� �� x

x ����	 y� 
	�� y � � ��������	����� '��'	� '��� �� x

a b
a ρs b

 �!��	 �" %��	
���� �	'�		������� �� ��	 '����� �	������ (	�*		� a ��� b

��& '	�!��������� ���%�����

7�	�	�	� *	 ���	 � �	������ R �� � 	� X *	 ��� �	?�	 � �������� ��	���	� (�

��	 �
	 �	��	�� R : X → P(X) (�

R(x) = {y ∈ X | x R y}
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��� ��� x ∈ X � Q������ R(x) ����� �� ��	 	� �� 	�	
	�� �� X *���� ��	 ��	

�	' �*�� �� ��	 �	������ R� )�� � ��������	� �� �����	 B *���� ��� ��* ��	

d��	���(������� �������� Rd : X × N → P(X)� *�	�	 R � �� ��� 	.�
'�	�

�����	�	� � � ��
	���� �	������� )�� �������� � �	?�	� (�

Rd(x) = {y ∈ X | x Rd y}

*�	�	 Rd �� ��	 ����� ���� ��	 �	���	 ��	 d����� ��
'������ �� R *��� ��	���

���� �� R1 = R ��� Rd = R;Rd−1� 0	�	 *	 ��	 ���� ��	 	
������� �;� �� �	���	

��
'������ �� �	������ �� ��	 ������

���� ���	�� )��� �� ��� �	������ R ���

S �� ��	 	� X � *	 *���	 x (R ; S) y *�	� ��	�	 � �
	 z ��� *���� x R z ���

z S y� )�� ���	� �� ��
'������ � �''���	 �� ���� *���� � ��

���� *����	� �

R◦S *�	�	 x (R ◦ S) y *�	� ��	�	 � �
	 z ��� *���� x S z ��� z R y� )�	 	�	

�� ; *	 �	 � *��	�� 	
'���	�� 		 ��� 	.�
'�	 /0���� ��� 0��&���� ;55;� '86�

�� � ����?���� ���� *�	� R � ��������	 *	 ���	 R ;R ⊆ R � ���� y ∈ R(x) ��

��� ���� �� y ∈ Rd(x) ��� �
	 d ≥ 1�

7	 ��� �''�� ��		 �������� �� ��	 ��	 �� ��	 '����� �	������ ρs �� ���


��	�� ��� �� 	����� a� ��	 ����	 �� ρs(a) *��� (	 ��	 	� �� ��� 	�����	 *����

��	 '������� �	���	� �� a� M	'	����� �� ��	 �����	 
��	 ��� ρs �� � '���������

�''�������� ��� 	� ����� ����� �� 	�����	 *���� ��	���' a� �� *���� ��	 ��-��	��

�� a� �� *���� ����� �
	 '��������� &��� �� ���	�(����� ��������� ��� � ��	�	

(	��� � ���� ���
 a�

)�	 d��	���(������� ��� ��� (	 �����	�	� ��� ��	 '����� �	������� �	���	

ρs � ��� ��������	 �� �	�	��� *	 ������ 	.'	�� ���� &��*���� ��� 	.�
'�	� ����

b ∈ ρs
2(a) *��� '�����	 
��� �	��� '����� �����
����� �(��� ��	 �	������ �� a

�� b� "��*��� ���� a ��	���' c ��� ���� c ��	���' b ����* (��� ��	 '��(�����

���� a ��	���' b ��� ���� a ��	 ��� ��	���' b�

�������� ��	 '����� d��	���(������� �������� ��	�� �����	 �����
����� ��

�	�	���� ��	 �������� � :���	 ��I	�	�� *��� ��	 �	.� �	������ ���� *	 ��������	

�� ��� 
��	�= ��	 '������	
'���� �	������ ρst� )�� ��I	�	��	� � *	 	.'���� ��

��	 �	.� 	������ � � 
�-�� ������ (	���� ��� �	����� �� ��������� (	�*		�

'����� �	������ �� ��	 �
	 ��
	 ���	 '����� �	������� ��� �� ��I	�	�� ��
	

���	 '������	
'���� �	��������

��( ������)�	������ �	������

��(�� 
	*������ �� ��	 �	������

!	� a, b ∈ σ ��� t, u ∈ T (	 �*� ��
	 *�	�	 t < u� 7	 �� ���� � '����� 	�����

a ����� �� ��
	 t � �� '������	
'���� �	������ *��� � '����� 	����� b �� ��
	 u�

�� ��	 '���	 ����'�	� (� a �� ��
	 t � �� '����� ����	����� ρs *��� ��	 '���	

����'�	� (� b �� ��
	 u� 7	 �	���	 ��� '������	
'���� �	������ (� ρst� )�	

�	������ � ��������	� �� �����	 D�
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a b

c

d

e

R(a) = {c, b, e}
R2(a) = {d}

 �!��	 &" �	���(������� �������� �� �	������ R

tat

x

y

u

b

a b

t u

a ρst b

�����	 D= � �	���� a �� ��
	 t �� �	������ �� '����� ����	����� ρs *��� � �	����

b �� ��
	 u� ��� ��� ��	 ������ ��	 ��'	 �� ������
 �	� �� ��* ��	 '�����

�	
'���� �	������ �� ��� ��������

��(�# ������)�	������ �	�!����������

)�	 ����	'� �� �	���(������� ��� d��	���(������� ��� (	 �''��	� �� ��	 �	�

������ ρst ��� ��� � ��������	� �� �����	 R� 7	 �� ���� �� 	����� a � � ������)

�	������ ���	�� �� �� 	����� b �� b ∈ ρst(a)� � ��	 '������	
'���� �	������ �

���	��	� �� ��	 �
	 *�� � ��
	� ��� 
	�� ���� b � ����� �� ��	 ��
	 �

	���

��	�� '�	�	���� a ��� ���� ��	�� �������� ��	 �	���	�� 7	 ��� 	.'�	 	.����� ��	

�
	 �	��������' (� ����� ���� b � � ������)�	������ %���� �� a� *���� ���

��� (	 �	���	� ���
���� � a ∈ ρst
−1(b)� *�	�	 ρst

−1 � ��	 ����	�	 �	������ ��

ρst�

 ��� d��	���(������� �� ��	 �	������ ρst ����* � �� �(���� �*� �����	�

������� 7	 �� ���� a � � ������)�	������ ��%	���� �� b �� ��� �
	 d ∈ N

*	 ���	 b ∈ ρst
d(a)� )�	 �	������ �� (	��� � '������	
'���� ���	��� �� ���

*��� *��� (	 �	���	� b ∈ ρst
+(a)� 7	 ��� ��� 	.'�	 ��� �	��������' (� �����

���� a � � ������)�	������ �	�%	����� �� b� ��� *���� *	 �	 ��	 ��������

a ∈ ρst
−(b)�

%�
	��
	 *	 �		� �� 	.'������� �	�	� �� ��	 ������	 (	�*		� �*� 	�����	

*��� �	'	�� �� ��	 �	������ ρst� 7�	� b ∈ ρst
d(a) *	 �� ���� b � � d���	�
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a b c

t u v

ρst
−(b) = {a}

ρst
+(b) = {c}

ρst
−(c) = {a, b}

ρst
+(a) = {b, c}

�����	 R= %'������	
'���� ���	��� ��� '������	
'���� ���	 �� �	�	�� ��������

�	%	����� �� a �� ���� a � � d���	� ��%	���� �� b� )�	 d��	���(�������

ρst
d(a) ���	 ��	 	� �� 	�����	 *���� ��	 �� ��	 �	������ �� '����� ����	�����

*��� ��	 '����� 	����� a ��� ���� ��	 �(	:�	�� �� a �� ��
	� d �	' ���	��

��(�� ����	� �� � �	������

)�	 �	������ ρst ���� *�	� 	�����	 �� ��I	�	�� ��
	 ��	 �	���	� �� ��	 ���	��

����� '��	� �� *	 &��* ���� a ρst b ��� b ρst c ��	� ��	�	 � �� �	�	��� �� �	���

�� �''�	 ���� a ρst c� 0�*	�	�� ��� ����� ��� (	 ��&	� �� 
	�� ���� �������

�	��� ��� (	 ��� �(��� ��	 �	��������' �� a �� c� )� 		 ��� �	� � �����	� �

'	��?� 	.�
'�	 �����	 4�

<

�

�

9

H

S
G

T

�

�

<

9

H

T

S

G

t u v

 �!��	 +" ����	 �� '������	
'���� �	������ � +.�
'�	

)�	 &	� '���� �� ���	 ���
 �����	 4 � ���� �������� B ��� Z ��	 ��� �	���	�

(� ρst ��	� �� ���	 � 
	���������� ��I	�	�� �	������ �� ���� �� A ��� Y *����

��	 ��� '������	
'������ ���	���	�� )�� ��� (	 ���	����� (� ��	*��� ��	

	�����	 � �������	�� � �� ��	 �����
�� 	.�
'�	 '�����	� �� ��	 �������������

)�	 ������� � �� �	 *��� *	 ���� ��	 ����	 	��	����� �� ��	 �	������ ρst�

)��� �� *	 ��	 �(�	 �� �	?�	 � �	������ �ρst *���� �	���� ��� ��	 �	������ ρst
��	�� (�� ��	 *�� �� *���� ����	 �� ����� �� ����* �� ��	 �	������ 
�� (	

�����*	�� 7	 ���� 		 ���� ��	 �	������ �ρst � � ?�	�����	� �	������� 7	 '�		��

��	 ����������� ��� � �	�	��� �	������ R� ����	� ���� ���� �����	���� ρst� ���	

*	 �	:���	 ��	 �
	 ����������� ����� *�	� *	 �����	� ?������� ���	��
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%�''�	 *	 ���	 � �	������ R �� � 	� X � ��� a ∈ X *	 ��������	 ��	 ������

�� � ����	 ��� �� a� )�� � � 	:�	��	 a = a0, a1, . . . , an �� 	�	
	�� �� X ���

���� ai−1 R ai ��� i = 1, . . . , n� 7	 �� ���� ��� � ����	 ����	� �����!� b ��

b = ai ��� �
	 i� 7	 ��� ��* �	?�	 �	?�	 �*� ����	� �	������ �R ��� ♦R ��

X (� ��	 �����*��� ��������� ��� ��� A,B ∈ X �

A �R B �I 	�	�� ����	 ��� �� A '�	 ������� B.

A ♦R B �I ��	�	 � � ����	 ��� �� A *���� '�	

������� B.

���
 ��		 *	 �	?�	 ��	 �	������ �R �� ��	 �
	 	� X �

A �R B �I (A �R B) ∧ (A ♦R B).

���	 ���� ♦R � -�� ��	 ��������	 �����	 �� R� %���	 A �R B ���� ��������

�� ��	 ��	 ���� ��	�	 ��	 �� ����	 ��� �� A� *	 ���	 ��������	� �R �� 	.'�	

���
���� ��	 ��	� ���� (� ��&��� ��	 �	' 
��	��	� (� ��	 �	������ R *	 ��	

����	� �� '���		� ���
 A �� B� �� �����	���� ��� ��	 �	������ �	?�	� ���


��	 ����	�	 R−1 �� R *	 ��	 �(�	 �� 	.'�	 ���������� ����	'�� *���� *	

	
'���L	 ���	 �	���'���� �� ��	 ���������� ��	 (	��* ����	����� ����	 ��

R ��� ��� ����	 �� R−1� �� ��		 *	 *���	 �R−1 �� 
	�� �(R−1)� ��� �� �

�	�	��� �� (	*��	 ���� (�R)−1 �= �(R−1) �� �	�	���� �������� (♦R)−1 =

♦(R−1) ��� (�R)−1 = �(R−1)�

B �R−1 A �I 	�	�� ����	 ��� R� �������� �� B ��
	

���
 A.

B ♦R−1 A �I ��	�	 � � ����	 ��� R� �������� �� B

*���� �	��	 A.

7	 ��* �(	��	 ���� (	�*		� A ��� B ������ �������� 
�� ���	� ��� 	.�
'�	�

�� � '��(�	 ���� �
	 ����	 ��	 �	�� ���
 A �� B (�� ���� ��� ��� ��	 ����	

�	����� A '� ������� B� *���	 �� � ���	 ���� 	�	�� ����	 �������� �� B ��	

'� ������� A� �� 	.�
'�	 �� ��� �������� � ��*� �� ��	 �����*��� ������
�

�����	 F�

�� ��� ��	 �� ���� ���� (A ♦R B)∧¬(A �R B)∧(B �R−1 A)� �� �	�	��� *	

��� 
	���	 ��	 ��	���� �� ��	 ����	����� ������(�	 ���� ����	 �� R (	�*		�

A ��� B (� ������ *���� �� ��	 ���� ���	
	�� A ♦R B� A �R B� B �R−1 A�

��� B ♦R−1 A � ���	� )�		 ���� ��	 ��� ���	'	��	�� �� 	��� ���	�� ��� ��	�	

��	 �
'�������� � �� ��	 �����*��� ������
�

A �R B > A ♦R B

B ♦R−1 A

∨
<

<

>

B �R−1 A

∧
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•
•

B

 �!��	 ," ����	 	.�
'�	

)�	�	 ��	 ?�	 '��(�	 �(	� �� ��		 ���	
	�� ���� 
�� ���� ���	��	�� ���

*	 ��� �(���� � ?�	�����	� �	������ ���
 R *���� *	 �	���	 (� �R� )�	 ?�	 ����

�	 *���� 
�� ����� ��� a �R b *��� (	 ����	� 
��
��� ���
��� 
������ ������

��� ���� )�	� ��	 ������	� �� � ������	 L � �����*=


��
��


����� ���
��

������

���

7	 �	?�	 ��	 �	������ �R ���� ��		 ?�	 ����	� (� 
	�� �� ��	 �����*��� ��(�	

�� ��������� '	������� *�	� a �R b �����


��
�� (a �R b) ∧ (b �R−1 a)


����� (a �R b) ∧ ¬(b �R−1 a)

���
�� ¬(a �R b) ∧ (b �R−1 a)

������ (a ♦R b) ∧ ¬(a �R b) ∧ ¬(b �R−1 a)

��� ¬(a ♦R b)

�� ���	�	���� �	����	 �� ��	 ������	 L � � ���� �� *	 *���	 
 ��� ��	 
		� ��

��	��	� ��*	� (���� �'	������ ��	� *	 ���	 ��	 �	��� ���� ��� ��� A,B,C ∈ X

��� ��� �1, �2, �3 ∈ L �

�� (A �1 B), (B �2 C) ��� (A �3 C) ��	� �1 
 �2 � �3.

)�� ��
'�������� �	��� �������	 �� �
'������ ���������� (	�*		� ��	 '�����

��� ��	 '������	
'���� �	������� �� ��* ���� �� *	 &��* ��* A � �	���	� �� B

�� �R ��� �� *	 &��* ��* B � �	���	� �� C �� �R ��	� *	 ���	 �
	 �����
�����

�(��� ��	 �	������ (	�*		� A ��� C� )�� � ��I	�	�� ���
 ��	 '����� ���������

*�	�	� ��� 	.�
'�	� �� *	 &��* A ��	���' B ��� B ��	���' C ��	� *	 ���	 ��

�	��� �����
����� �(��� ��	 '����� �	��������' �� A �� C�
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�� �������	 �� 	.��	��	 ���
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	 �� ��	 �	.�� �� ��� ��	

��	 ��	����� �� ��	 	����� � '	�'	����	�� 0�*	�	�� ��	�����	 
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	.��	��	 ��� ���''	��� 7�	� �
	��	 	�� �� �''�	 �� � ���� �� �����	�
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��	����� � �(�
	� (� ��	 '	���, �� *�	��	� �� �����	 ��
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'������ �� '�����'�� /7�����
 23F3� $����� 233F6� (�� ��� ���
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��	 �� ��� ��	
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�� ��� �	���	 ��	�� 	.��	��	 ���
 ���	� 	�����	� � ���

	.�
'�	 �� ��	 ��	 �� ������	� ���
 '��	��� �� ��� 
��	� �� 	����� ��� (	

�	���	� �� �����	� �� � ���	� ��
	 (� � �	��������' �� ?�������� (�� ��	 	
�����

�� ��	 �	������ � ��� '	��?	�� )�� �� ��� '�'	�� �� a � �	���	� �� b (� ?�������

��	� ��� 
	�� �
	 &��� �� �	�	�� ��� (	 ���	��	� ���
 a �� b� (�� *	 �	��	

�'	� ��	 �(����� �� ���	�'�	� ��� �� ��I	�	�� *�� �� ��� ��I	�	�� �''���������

� ?������� � 	
��������� �	���	� �� � ���	� �''��������� ��� 	.�
'�	� �� �

�	�	����� ?�������� � '	��� z *�� 	.�� �� ��
	 u � �� �	
'���� ?������� *���

�*� '��	�� x ��� y *���� 	.�� �� ��
	 t < u� �� ��� ��	� ��	 ?������� (	�*		�

x� y ��� z � '��	�� (���������� )�� ?������� � *����	� �
(�������� � x ρf z ���

y ρf z ��� �� �	�	��� *	 ���'� ��	 ����	� ���	 �� �������	 ��� � �� �����	 3�

a b

t u

a ρf b

 �!��	 ." �������� ��� ��	 ?������� �	������

)�	 ������ �� ���	��� ��� �	�	�� ��������	� ��� 	����	� �	������ ��� (	

�	� �	�	 ���� ��� � �
'�	 	.�
'�	 � '�����	� �� �����	 25� 7	 ���	 ��	 1��	'

���	���� �� '��	��� �������� ρf
−1 : σ → P(σ) *���� 
�' �� 	����� e �� ��	 	�

�� 	�����	 ������	� �� ��	 '�	�	���� ��
	'���� �� ��	 ���
����� �� e� %�
�������

��	 1��	' �	�	��� �� ������ �������� ρf 
�' �� 	����� �� ��	 	� �� 	�����	 ��

��	 �	.� ��
	 �	' �� *���� �� ������(��	� +��� �� ��		 ��� (	 ��	���	� d �	'�

��� *�	�	 *	 �	��	 d ��'	��?	�� *	 ���	 ρf
+ ��&��� �� 	����� �� ��� ���	 ���	�

	�����	 �� 	��	��	�� ��� �
������ ��	 ����	�	 �	������ ρf
− ��&	 �� 	����� e

�� ��� 	����	� 	�����	 ������ ��	 �� e�

7	 ���	 		� ���� ��	 �	������ �� '����� ����	����� (	�*		� 	�����	 
��

(	 �	?�	� ���� 	�	� &��� �� ����	����� ��� ��	 �� ������	����� �� ��	 �<<F

����?������� )�	�	 ��	 
��� ���	� *�� �� �	?���� '����� ����	������ ��� ���
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a b c

t u v

ρf
−1(b) = {a}

ρf (b) = {c}
ρf

−(c) = {a, b}
ρf

+(a) = {b, c}

 �!��	 �/" )	
'���� ���	��� ��� �	�	�� ��������

��'�� �� (		� *��	�� ����	� �� ��	 ���	�����	� �� *���� (	 '��(�	 �
������ ��

���� 
��� ��I	�	�� ��'	 �� ?�������� (�� �� ��	 '�		�� '�'	� ��	 	
'���

� �� ��	 ���	����������' (	�*		� ��	 '������ ��	 '������	
'���� ��� ?�������

�	������ ����	� ���� �� ��	 �	����������	 �� ��� ��	 �� ��		 �� ��������� 7	

��	 ��� ����	��	� �� '�		�� � 
��	� *���� � �U��	���� P	.�(�	 �� ����* ���

��I	�	�� &��� �� '������ '������	
'���� �� ?������ �	������ �	� *���� � ��'�(�	

�� ��*��� ��* ��		 ���		 &��� �� �	������ *���� (	 �	���	� �
��� ��	
	��	�

��� ��� �	��� *	 ��������� �	�	 -�� �*� ��'	 �� ?������� ������	 22�=

%����������� ��	 ?�� 	����� � ��	 �
	 � 	���� 	������ �	��� ��	 '	��� ��

�*� ��
	�� 7	 �	���	 ��� �	��������' (� γ�

�	��0����� ��	 ?�� 	����� ��	��	 �'��(�� *��� ���	�� ��	 	���� 	������ �	���

� '��	�� �� � ������� 7	 �	���	 ��� �	��������' (� δ�

a b

c

γ

δ

t u

a γ b

a δ c

�����	 22= ��������� (	�*		� �*� 	�����	= ������������ (	�*		� a ��� b� �	�����

���� (	�*		� a ��� c

�� ������ �*� &��� �� ����* *	 ���	 � ���		�����	� �	������ *���� �	��

�� � 
��	 ��
'�	. ������ ���� ��	 '�	���� '������	
'���� ��	� (�� *	 ���

�	�	���	�	 
�&	 ��	 ����	 	.�	���� �� ��	 ?������� �	������� �	���	 ����� ���

*	 �		� �� 
�&	 ��	�� ��	 ��������� �
'�	� (� ��	 ���������� (	�*		� ����

��������� ��� �	��������� )�	�	 ��	 �*� &	� ��	=

$ A�	 	����� 
�� ��� �������	 � �*� ������� 	�����	�

$ �� ��	 	����� �������	 � � 	����� ��	� �� 	����� ���	� ���� ��	 ?�� �� �

?������� �	������ �� ��	 	�����
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γ

γ

γ

γ

γ
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T

 �!��	 �#"  ��������	� ������������ ��� �	��������

� �� ��	 ��	 �� ��	 �	������ ρst *	 ��� �����	� ����	 �� ��	 �	������� �� ��	
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� a � �������	� (� b ��� b � �������	� (� c ��	� a � �������	� (� c� (�� �� a

� �������	� (� b ��� ���
 b c � �	���	� ��	� ���
 a � c �	���	�� �� ��
'����
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)�	 ���		 �	������ ��������	� � ��� ��� (	 ��
(��	� ���� � ����	 ���'�� *����

*	 ���� ��	 '������	
'���� ���'�� GST � �� 	.�
'�	 � '�����	� �� �����	 28�

)�� ��* ���		 ��
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�� �� �� ��������
�� �� ������ ������
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��� ���	��	�

�� ��	 ���� �� 	������� 	�����	 ��� � �� 	'��	
������� ����'�������� '����

���� ��� (������� )�� ��� (	 ��	 ��	 ��� �''�������� ���� ��
(��	 ��I	�	��

���	����	 �� �	������ �� '��	 ��� ��
	� )�	 	.�
'�	 ���	� �� ��������	 ��	

'��	����� �� ��� �''����� � ��	 '��'������� �� (��
(�	 �� � '��������� ��	�

�� ����� )�� '��'������� 	���
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	���	 *��� ���� 
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��� ���������

�� ���	� �� ���	 
��	 (��&������ �� ��� �''�������� ����	.�� *	 ��* �	���(	

�
	 (��� '�����'�	 ���� �	���(	 ��	 '��'������� �� (��
(�	 /7	���	� 23FD6�

1469Del Mondo G., Stell J.G., Claramunt C., Thibaud R.: A Graph Model ...



���� 
��� '��'������� 
��	 ���	 (		� ��	���?	�� )�	� ��� (	 '������� :����

�?	� � ���		 (	��� (�	� �� ������� ��� ��	 �� ������ )�		 ���� 
��	 ��	

��������	� �� �����	 2B�

!	� � '�		�� � 
��	 ���
�� �	���'����� 7	 ��
	 tj , tj+1 ∈ T ��	 �*�

���	��	 ��
	� 7	 �	 x ��� y �� �	���	 '���� �� ��
	 tj � ��� ��	�	 
�� (	

	�	��� '���� xi� *�	�	 i ∈ N� ������ ���
 x �� ��
	 tj+1� )�	 ���� ��'	 ��

'��'������� ��	 ��	� � �����*�

$ ���� %���� ������	 2B��= � ��&	� xi � � '���� �	�	������� ��	������
� �� ��

'��	�� '���� x� ���� ���� '��'������� ��''	� *�	� � '��� �� � '��	��

'���� x (	��
	 �	����	�� ��� ��	��	 � �	* (��
(�	 xi� 7	 ���	 x δ xi

��� x ρst xi� )�� 
	���� �� '��'������� � ��������	� �� �����	 2D��

$ !��	���� � ��*� �� �����	 2B(� �� ��� ��	 � '���� xi ���� �	��� ���
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���	���� � �	�	������� ��	������ �� �� '��	�� '���� x� �� ��
	 ���
 � (�����

�� ��	 '��	�� '���� *���� � (���	� ���� ��	 ������� ��� ���� �	�	���	 �

�	* '���� xi� $	�	������ ��	 (����� ������	� �� ��� '���	 ��	� 7	 ��� 		
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$ %		� ��'	��� � ��*� �� �����	 2B�� )�	 ����� �� (��
(�	 ����� �� ��

�����
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